Matematicay
trigonometria

Jorge V. Tuapanta
Oswaldo Cunachi
Angel Soto

ESPOCH
2018



MATEMATICA
Y TRIGONOMETRIA




MATEMATICA Y TRIGONOMETRIA

AUTOR

Jorge Tuapanta
COLABORADORES
Oswaldo Cunachi,
Angel Soto

7, |IDIRECCION DE
Y IIPUBLICACIONES




MATEMATICA Y TRIGONOMETRIA

© 2018 Jorge V. Tuapanta
Oswaldo Cunachi
Angel Soto

© 2018 Escuela Superior Politécnica de Chimborazo

Panamericana Sur, kilémetro 1/,
Direccién de Publicaciones Cientificas
Riobamba, Ecuador

Teléfono: (593 3) 299 8200

Cédigo Postal: EC060155

Aval ESPOCH

Este libro se someti6 a arbitraje bajo el sistema de doble ciego
(peer review).

Correccién y disefio:
La Caracola Editores

Impreso en Ecuador

Prohibida la reproduccién de este libro, por cualquier medio, sin la previa
autorizacién por escrito de los propietarios del copyright.

CDU: 514.11 Matemdtica y trigonometria

Riobamba: Escuela Superior Politécnica de Chimborazo
Direccién de Publicaciones, afio 2018

335 pp.vol: 17 x 24 cm

ISBN: 978-9942-35-639-0

1. Matematicas

2. Geometria

3. Trigonometria




PROLOGO ..ottt ssss s s sss st sssssssssss st ssssssnsssnsses 7

1. LOGICA PROPOSICIONAL .....ovvurrvriririessessessissssesssesssesssssssssssssssssssssssssssses 9
1.1 INtrOAUCCION ...ecoueiieiiiiciiicic e ssaes 9
1.2 Conectivos LOGICOS ......cvvuiuiuirricirieiieiieisieeeeeeeieeie e sesaens 11
1.3 Reglas de inferencia lO@ica ........ccoeuvieuriciviciriciricscrceceeeeieaens 19
1.4 Simplificacion de proposiCioNes ...........coccerereeeurinencecurinenerereeseeerseneenes 25
1.5 Aplicaciones del calculo proposicional .........c.cccooveveernnccirnenccrnneenns 27
1.6 Funcién proposicional y cuantificadores ..........coeoveeccernenccrenenccrrenecnns 38
1.7 Métodos de demostracion .........cccveuveerrierreeirierneenseeneeenseeseeeneeens 42

2. TEORIA DE CONJUNTOS ...oovriermiemreineesesesesssessssssssssssessssesssssssssssssssnsssanes e
2.1 INErOAUCCION ...t nans e
2.2 CONJUNLOS ..ottt ettt et 44
2.3 Métodos para determinar CONJUNLOS .......ccccuevrereucueerieecreerencecueeneenenneene 44
2.4 Relaciones entre CONJUNLOS .......ccc.curveucueuriremceeerireecressieseseereesesessesesesesnene 45
2.4.1 Igualdad entre CONJUNLOS ......cccvvueviueuiuemiciicieeieee e 45
2.4.2 Inclusion entre CONJUNLOS ......cccceevreueuerrirerceeeririucreeneeiereereesesesneeseseeene 46
2.5 Operaciones entre CONJUNLOS ........ccccevrerururuerereirinerereereeseesesessenesesesnnnns 47
2.5 1 UNION U ittt ettt 47
2.5.2 INTErSECCION M oorevrcrsrssssssssssss bbb bbb b sass b 49
2.5.3 DIfErencia ..c.cuvuvuiueiiciiciieiiciiee e 51
2.5.4 COMPILEMENTO ..cuvuimeiiinciciririeicteieeietrerees ettt esese e seaene 52
2.5.5 Diferencia SIMEtrica ........cccveeevierriernieinieiieirieeeieeeeeseenseeneens 55

3. TEORIA DE NUMEROS .....oouriurriirieriissisissssasssssssssssssssssssessssssssssssssssssssnns 69
3.1 INErOUCCION oo 69
3.2 NUMETOS TALES ... 70
3.3 Expresiones algebraicas ... 73
3.3.1 Suma de POliNOMIOS ....c.cuvvreuieieirieieirirecieie sttt 73
3.3.2 Producto de polinomios ........c.cccveeeurenecucurineneecieinecieieereceeeeeseeneneeene 74
3.3.3 Division de polinomios ........ccceureeuerrirerceeunininceeieineceeeeseeeeeeeseeseseeene 75
3.3.4 Binomio de NEeWLON .......cccvieuiueiiiriiiniiieieieeeiee e 78
3.3.5 FaCtOriZacion ... 81
3.4 Operaciones con expresiones algebraicas ..........cccoceevevnervincirincrninennnnes 90
3.5 Racionalizacion ... 91



Jorge Tuapanta, Mg

3.6 InducciOn MAtEMATICA ....veveevieveeieeietieeeieteeeeeere ettt eaeereeeneenens 93
4. ECUACIONES Y DESIGUALDADES .....oooiitieeeeeteeeeeteeteeeteeveeveseeveeveeeseenens 99
4.1 INELOAUCCION vttt ettt eae et ene s s 99
4.2 Ecuaciones liNEales ........covvieveievivieieieieeeeeececeereeteeeee et eseene 99
4.3 Sistemas de ecuaciones lin€ales ..........oovvveveviveeveiceeeeiercseeeeeeeenne 104
4.3.1 Sistemas de ecuaciones lineales 2X2 .........ccccovvviveeveeeineceeeeeeenenen 104
4.3.2 Sistemas de ecuaciones lineales 3X3 .......cccooovevviveveeeeneeeeeeeenen 112
4.4 Ecuaciones de segundo grado ........ccccveuvieinieinicinicnnienecneeienn. 117
4.5 TNECUACIONES ..veevveeerieeieeeteeeeeeeeeeeteeeeteeeereeeaeeeteeeesseeseeeseesseessssesseeeseens 123
4.5.1 Inecuaciones POliNOMICAS ........cccueurureceeurireereirineicicirieeeeeeeacseeseeaes 125
4.5.2 Inecuaciones con valor absoluto .........cccvveeeeveeeeeieicicceeececeennen 127
4.5.3 Inecuaciones fracCiONArias ..........ceoeeeeeeeereeeerereereeeeereseeeeseeveseseenes 132
4.5.4 Inecuaciones irracionales ..........cooeeeveierieeeeeeeeeeeeeesee e eveseseenes 135
4.6 Sistema de INECUACIONES .....c.ccveueevevineerieeeeeeeereeeerereereeese e eveseseenes 140
4.7 Programacion lineal ..., 144
5. RELACIONES Y FUNCIONES......oootitiiiitiieteeeeeeeeeeeeeveeveeese et evessensenens 160
5.1 ProductO CarteSIan0.........ceeveveuiereerenierieeeeeneeteeeeseeseeteeesseseesessessssessessenens 160
5.2 RELACION .ottt ettt ve et sae s enens 162
5.3 FUNCIONES ...ttt ettt ettt e et e aeeeaneeeseeenaeeanas 165
5.4 Funcion inyectiva ... 174
5.5 FUNCION SODIEYECHIVA ....cucueirereeiiieicieiricicee ettt 176
5.6 FUNCION DIYECHIVA....cueviieiciriciciricciere ettt 180
5.7 FUNCION INVETISA..cviiviieicteecreeereeteeteereeeseeeteenreeeeeseeesseeseensseseesseeseenssenseens 182
5.8 FUNCion COMPUESTA ....c.cvviiriieiiiiiiiiciccce e 184
5.9 FUNCIONES FEALES ...vovieeeeieieceeeeeteeceetcteeeteeee ettt enens 195
5.10 Operaciones con fUnCIONES .........coccceureveeceeurinerceeenenecreirineseeeeneeeesenene 198
5.11 Monotonia de funciones reales ..........cccoooiveveeerieeereereceeeeeeeeeeenns 203
5.12 Funciones pares € iMpares .........ccccovveevieieinincniicinnicnineesesseeenens 206
5.13 Funciones reales eSpeciales ..........cocccervecueirincceeininccieineneceeneeeneeene 211
6. FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS ..o 213
6.1 Funcion eXponencial .........ccoercceninccennenceeecenene e 213
6.2 Funcion 1ogaritmica ........ccceeeeecueeiniiiniciniceceeeeeeeeeenesenenaens 215
6.3 Ecuaciones eXponenciales ..........ccooveeerenecrrinenceinineceineneceseeesenene 220



MATEMATICAY TRIGONOMETRIA

6.4 Ecuaciones logaritmicas ..........cceeeuevveeierrieirinereieeieeeeieseeesenenenaens 221
6.5 Inecuaciones eXponenciales ..........coceerccueineneereinencerneneceeseeenenene 223
6.6 Inecuaciones 10garitmicas ........cccceeeeveueererrirereineeieeeeeeeeeeeenaes 225
7. TRIGONOMETRIA.......iiiissssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 229
7.1 Funciones trigonomeétricas ..., 229
7.2 Graficas de funciones trigonomeétricas .........ccocccoveveeveverveerreverniscnnnnen 232
7.3 Graficas de funciones trigonométricas especiales ..........ccceeeeuvicunace. 237
7.4 Funciones trigonomeétricas inVersas ...........coceeuviniviininininiccccenennnns 248
7.4.1 FUNcion Seno iNVETSa .........cccoviviiiiiiniciciciiiiscsccscsssesenennns 248
7.4.2 Funcion COSENO0 INVETISA ........ccovuviiimimimcmcicieinisiisiisssscssssssnenenns 250
7.4.3 Funcion tangente iNVErsa ... 253
7.4.4 Funcion cotangente iNVerSa.........c.ceeeeevirirenueueieecninenneseneeesensesenenene 255
7.4.5 Funcion secante inversa ... 257
7.4.6 Funcion cosecante inversa ..., 259
7.5 Identidades trigonometricas .........oceveeurecrricrriciniciriceieeeeeeeenaes 262
7.6 Demostracion de identidades trigonomeétricas ...........cceeeevveccrricnence. 267
7.7 Signos de funciones trigonOmMeEtricas .........occceeeveverrererreerreereeernenens 272
7.8 Aplicaciones de las identidades trigonométricas ..........ccocccuvvvervicrnaee. 276
7.9 Ecuaciones trigonomeétricas ... 281
8. APLICACIONES DE LA TRIGONOMETRIA ......cooevemriireriierrienens 303
8.1 Ley de 10S SENOS .....euiuiieiiciiiciiciieiieieeteie e naes 303
8.2 Ley de 10S COSENOS .....uuuiummiuiriiciiiciieiiieiteiee e sesaens 307
8.3 Area de un tridngULO ........oovueeveeereeerereeeeeeeeeeesee st eesene 311
APENDICES ..coosssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss s 324
a. Férmulas basicas del dlgebra .........ccocviviivicinincnicncnccccee 324
b. Férmulas basicas de la recta ........ccoceuvieuvieinicinicinicnieececeeienene 325
c. Formulas bésicas de las cOnicas ........ccocceveuveveevencivincnicnrinceiceeeeeenees 326
RESPUESTAS A EJERCICIOS PROPUESTOS ......ccoouviiiiiiniciiicicicin, 331
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS .....cevuumerrieriieeimesessesesssessissesssssssesesessnnes 333



PROLOGO

Este libro de Matematica y trigonometria esta estructurado en ocho capitulos
que comprenden logica proposicional; teoria de conjuntos; teoria de numeros;
ecuaciones y desigualdades, relaciones y funciones, funciones exponenciales y
logaritmicas; trigonometria; y aplicaciones de la trigonometria.

El propdsito de este libro es proporcionar a estudiantes universitarios de los
primeros semestres de las escuelas de ingenieria las herramientas necesarias para
la resolucion de problemas de matematica basica, que les servirdn para posterio-
res estudios de calculo diferencial e integral. En este texto, solo se demuestran
algunos de los teoremas que se presentan,en aquellos que no se hace la demostra-
cion, se hace énfasis en la correcta aplicacion para resolver los ejercicios.

En cada unidad se trabaja con una gran variedad de problemas de diversos-
grados de dificultad, y se exponen todos los pasos que implica la resolucion de
estos,con la finalidad de ayudar al estudiante a comprender la teoria y que le den
las bases necesarias para resolver los problemas aplicados.

El libro es fruto del trabajo de algunos afios de experiencia docente y com-
partir con los estudiantes conocimientos y aprendizajes de un lado y otro. La
elaboracion del texto se hizo pensando en el estudiante, para que pueda utilizarlo
con facilidad y que en ¢l encuentre la teoria necesaria y ejercicios resueltos que
le sirvan de guia para resolver otros y los que se propone aqui.

Jorge Tuapanta
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CAPITULO 1 LOGICA PROPOSICIONAL

1.1 Introduccién

La logica proposicional nos ayuda a codificar y entender los enunciados para
determinar la validez de estos. A través de ella se evalta la veracidad de expre-
siones gramaticales y matematicas, utilizando las leyes de los conectivos 16gicos
que en ellas aparezcan y tomando en cuenta la jerarquia de los conectivos exis-
tentes en la expresion.

Definicién 1.1. Una proposicion es un enunciado atemporal en el que se de-
clara algo y al que podemos asignar un valor de verdadero (V) o falso (F), pero
no los dos a la vez.

Por enunciado atemporal se entendera que, independientemente del tiempo,
el enunciado siempre sea verdadero o falso.

Ejemplos.

1 .Un triangulo isosceles tiene dos lados iguales.
2. Todo niimero entero es un numero racional.

3. Por dos puntos pasan infinitas rectas.

4. El vacio es subconjunto de todo conjunto.

5. La semana tiene ocho dias.

6. El afio tiene 12 meses.

7. En todo triangulo, la suma de los 4ngulos internos es menor a 180°.

A cada uno de los ejemplos dados se le puede asignar un solo valor de ver-
dad, ya sea verdadero o falso.
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Notas:

1) Los enunciados que sean verdaderos o falsos dentro de un determinado-
tiempo no seran considerados proposiciones.

2) Las expresiones que encierran un sentido de pregunta, orden, exclama-
cion y todo aquello que no diga nada en concreto no son proposiciones.

Ejemplos.

1. La poblacion de Guayaquil es la mas grande del Ecuador.
2. Hoy es un soleado.

3. Einsten es el fisico mas famoso del mundo.

4. iQué linda estas!

5. (A donde iré cuando muera?

6. jVete de mi vida!

Los tres primeros enunciados seran verdaderos o falsos dependiendo del
tiempo y del sujeto que lo analice, lo que nos lleva a afirmar que no son propo-
siciones.

A las tres ultimas expresiones, dado que no se les puede dar un valor de ver-
dad, no son proposiciones.

A las proposiciones, las denotaremos con las letras: p, g, 1, s, t, etc.
Ejemplos.

p: Quito es la capital de Espana.
q: El conjunto de los niumeros naturales es un subconjunto de los enteros.
r: El vacio es subconjunto de todo conjunto.

t: Por dos puntos pasa una sola recta.

Definicion 1.2. Una proposicion simple es aquella que no es susceptible de
ser descompuesta; en el caso de serlo, se llama compuesta.

10
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1.2. Conectivos 16gicos

Definicion 1.3 (Negacion). La negacion de una proposicion p, que la denota-
mos con ~p (se lee no p ), se obtiene anteponiendo un “no” o “no es cierto que”.

Ejemplos.

1. p: Los hombres son mortales.
~p: Los hombres no son mortales.
2. q: El conjunto de los nimeros naturales contiene a los numeros enteros.

~p: No es cierto que, el conjunto de los numeros naturales contiene al con-
junto de los nimeros enteros.

3. t: Un nimero irracional se puede expresar como un nimero racional.

~t: Un nimero irracional no se puede expresar como un numero racional.

La negacidn es un conectivo ldgico que no relaciona dos proposiciones sim-

ples para darnos una proposicidon compuesta, sino que nos da una nueva propo-
sicion simple.

Los valores de verdad que toma la proposicion ~p a partir de la proposicion
p sigue la siguiente regla:

Si p es verdadera, su negacion es falsa y viceversa (ver tabla 1.1).

P ~pP
\% i
F A%

Tabla 1.1. Tabla de verdad de la negacion

Definicion 1.4 (Conjuncion). La conjuncion relaciona dos proposiciones
simples p y ¢g. A la proposicion p y g se la llama proposicion conjuntiva y la de-
notamos con p Ag(seleepy q).

11
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Ejemplos.

1. Un triangulo isosceles tiene dos lados iguales y dos angulos congruentes.

2. El conjunto de los nimeros racionales es un subconjunto de los reales y
de los complejos.

3. Un tridngulo equilétero tiene tres lados iguales y tres angulos congruentes.
4.\2eQymeR.

Los valores de verdad que toma la proposicion conjuntiva p A g a partir de
las proposiciones simples p y ¢ siguen la siguiente regla:

La proposicion conjuntiva p /A ¢ es verdadera si sus componentes son
verdaderos; en los demas casos es falsa (ver tabla 1.2).

<4
< <R
o | < >

Tabla 1.2. Tabla de verdad de la conjunciéon

Definicion 1.5 (Disyuncion inclusiva). La disyuncion relaciona dos propo-
siciones simples p y g. A la proposicion p o g se le llama proposicion disyuntiva
y la denotamos por p V g (se lee p 0 g).

La “0” que une las proposiciones p y ¢, se la utiliza en “sentido inclusivo”,
esto significa que se puede cumplir lo que sefiala la proposicion p o lo que sefiala
la proposicion ¢, o las dos cosas la vez.

Ejemplos.
1.V7 pertenece () a los racionales (Q ) o a los reales ( R).

2. Las soluciones de una ecuacion de segundo grado pueden ser reales o
complejas.

12
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3. El valor de verdad de una proposicion puede ser verdadero o falso.

Los valores de verdad que toma la proposicion disyuntiva p V g a partir de las
proposiciones simples p y ¢ siguen la siguiente regla:

La proposicion disyuntiva p V ¢ es falsa si sus componentes son falsas; en los
demas casos es verdadera (ver tabla 1.3).

P

<<
<<
| <| <<

Tabla 1.3. Tabla de verdad de la disyuncion.

Definicién 1.6 (Condicional o implicacién). A la proposicion, si p entonces
g, se le llama proposicion condicional y la denotamos por p — ¢ (se lee p implica
q). En una proposicion condicional, a p se le conoce como antecedente (o hipd-
tesis) y a ¢ como consecuente (0 tesis).

Ejemplos.

1. Si dos rectas son paralelas, entonces sus pendientes son iguales.
2. Si, en la ecuacion de segundo grado, el discriminante es menor que cero,
entonces sus raices son complejas.

3. Si dos angulos de un triangulo son congruentes, entonces los lados opues-
tos a estos angulos son congruentes.

Los valores de verdad que toma la proposicion p — ¢ ,a partir de las propo-
siciones simples p y ¢ siguen la siguiente regla:

La proposicion condicional p — g es falsa, si su antecedente es verdadero y
su consecuente es falso, en los demas casos es verdadera (ver tabla 1.4).

13
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p q P49
A% \Y \4
\% F F
F \Y A\
F F A\

Tabla 1.4. Tabla de verdad de la implicacion

Definicion 1.7 (Bicondicional). A la proposicion, p siy solo si ¢, se le llama
proposicidn bicondicional, y lo denotamos por p < ¢ (se lee p si y solo si g).

Ejemplos.
1. Dos rectas son perpendiculares si y solo si el producto de sus pendientes
esiguala—1.

2. Dos rectas son paralelas si y solo si sus pendientes son iguales.

3. Un tridngulo es equilatero si y solo si sus tres lados son congruentes.

Los valores de verdad que toma la proposicion p < ¢, a partir de las pro-
posiciones p y g, siguen la siguiente regla: la proposicion bicondicional p <
q es verdadera, si sus componentes tienen el mismo valor de verdad; en los
demas casos es falsa (ver tabla 1.5).

p q P<q
\% \4 \4
\% F I
F \Y v
F F \4

Tabla 1.5. Tabla de verdad del bicondicional

Definicion 1.8 (Conjuntiva Negativa). A la proposicidn ni p ni g se le lla-
ma proposicion conjuntiva negativa y la denotamos con p | ¢ (se lee ni p ni g).

14
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Ejemplos.

1. Ni el conjunto de los nimeros naturales ni el de los reales es finito.
2. Ni Riobamba ni Ambato son la capital del Ecuador.
3. Ni el sol ni la luna son planetas.

4. Ni mas infinito ni menos infinito son nameros reales.

Los valores de verdad que toma la proposicion p | g a partir de las proposi-
ciones simples p y ¢ siguen la siguiente regla:

La proposicion conjuntiva negativa p | g es verdadera si sus componen-
tes son falsas; en los demas casos es falsa( ver tabla 1.6).

p q plq
\Y4 \Y4 F
\Y4 F F
F \% F
F F v

Tabla 1.6. Tabla de verdad de la conjuncidn negativa

Definicion 1.9 (Disyuncion exclusiva). A la proposicion p o g pero no las
dos a la vez se la llama proposicion disyuntiva en sentido exclusivo, y la denota-
mos por p Y ¢ (se lee p o g, pero no las dos a la vez).

Ejemplos.

1. =2 pertenece a los nimeros enteros ( Z ) o los naturales ( N ).
2. La tierra es redonda o eliptica.

3. Los hombres son mortales o inmortales.

4. El conjunto de los naturales es finito o infinito.

5. Quito es la capital del Ecuador o de Colombia.

15
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Los valores de verdad que toma la proposiciéon p Y g a partir de las proposi-
ciones p y g siguen la siguiente regla:

La proposicion p V g es falsa si sus componentes tienen el mismo valor de
verdad; en los demas casos es verdadera (ver tabla 1.6).

1<
0

CIEC IR PR
SIPRCIREES

M| <| < ||

Tabla 1.6. Tabla de verdad de la disyuncion exclusiva

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Simbolizar las siguientes proposiciones:

a) Si dos es un numero entero, entonces su raiz cuadrada es un numero entero
o un irracional, pero no las dos cosas a la vez.

Saquemos las proposiciones simples:

p: Dos es un nimero entero.
q: La raiz cuadrada de dos es un nimero entero.
r: La raiz cuadrada de dos es un nimero irracional.

Simbolizando la proposicion dada nos queda: p — (gVr) A~(g Ar).

b) Si el triangulo es isdsceles, entonces tiene dos lados y dngulos congruen-
tes. Las proposiciones simples son:

p: El tridngulo es isésceles.

q: El tridngulo tiene dos lados iguales.

16
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r: El tridngulo tiene dos angulos congruentes.

Simbolizando la proposicion dada nos queda: p — g A r

2.S1py q son verdaderos y ry s son falsos, determinar el valor de verdad de
las proposiciones:

a.(gvr)N(Vs)

Tabla 1.8. Tabla de verdad de la proposicion del literal a)

La proposicion dada es verdadera.

b.(r—pe(p—r)

(r - p)
F | v |v | v | F | v | Vv | F

Tabla 1.9. Tabla de verdad de la proposicion del literal b)

La proposicion es verdadera.

croel(p—=qA~FAs)V~p

reol(p—og)A~(rAs)lv~p
F | F | V|V | Vv | VvV | F|F|F|F|V| F]|V

Tabla 1.10. Tabla de verdad de la proposicion del literal c)

La proposicion es falsa.

17



MATEMATICAY TRIGONOMETRIA

Nota: en una proposicién compuesta, si no se especifica a través de los sig-
nos de agrupacion, el conectivo l6gico de mayor jerarquia se considera el de
implicacion y bicondicional con relacion a los de negacion, conjuncion y disyun-

cion. Y el bicondicional, mas fuerte que el de implicacion.

EJERCICIOS PROPUESTOS 1.1.

1. De las siguientes afirmaciones, determine las que son proposiciones € in-
dique cudl es su valor de verdad. Ademas, indique si es proposicion simple o

compuesta.

18

a. Los angulos internos de un tridngulo.

b. El conjunto de los numeros enteros y racionales son conjuntos infinitos.

c. El conjunto de los numeros enteros contiene a los naturales.
d. Los mejores dias de mi vida los estoy disfrutando.

e. Este serd el mas lindo de mis dias.

f. Te veré hoy por la noche.

g. Los doce meses del afio.

h. Este es el dia mas feliz de mis dias.

1. Ser¢ aire si t0 eres ave.

j- El vacio es subconjunto de todo conjunto.

k.Todo niimero racional es entero.

1.Por dos puntos pasan infinitas rectas.

m.La suma de los dngulos internos de un tridngulo es 180°.
n.Un triangulo isésceles tiene dos lados iguales.

0.51 las rectas son paralelas, entonces tienen la misma pendiente.
p. T eres el amor de mi vida.

q.Da gracias por cada cosa que te da la vida.
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2. Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones.

a.2V2=8 Vv (2+3) =25 > log0=1AV3<m

b. Vi = [x| L 6"=0 & 3 V0= 1-logl =0

c. log(-1)=0Vv V—8=-258<0AV2€EZ

A2 0A|-2[=—20e'=1-"I16=+2Vv+I6=2

e.pV g-r e gl p, cuando pes verdadero y los demas son falsos.
f.—ser~qg—->p/Ar—t,cuando tes falsoy las demas verdaderos.

g.—(mVp)V(tlqg)— —p,cuando tes verdadero y los demas falsos.

3. Representar las siguientes afirmaciones en forma simbdlica. Definir clara-
mente qué significa cada proposicion.

a.S1 los hombres son mortales, entonces Juan es mortal.
b.No es cierto que el conjunto de los nimeros complejos es finito.

c.Dado que el conjunto de los nimeros naturales es un subconjunto de lo
senteros, también lo es de los racionales.

d.Un tridngulo es equilatero si y solo si tiene tres lados iguales y tres angulos
congruentes.

e.En todo tridngulo, la suma de los angulos internos es igual a 180°.
f.En todo tridngulo rectangulo, la suma de los angulos agudos es igual a 90°.
g.Si las rectas no son paralelas, entonces no tienen la misma pendiente.

h.Dos rectas son perpendiculares si y solo si el angulo entre ellos es igual a 90°.

1.3. Reglas de inferencia légica

Tautologia: una proposicion compuesta que sea verdadera para cualquier valor
de verdad de sus componentes se llama tautologia.
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Contradiccion: una proposiciéon compuesta que es falsa para cualquier valor
de verdad de sus componentes se llama contradiccion.

Contingencia o falacia: a una proposicion compuesta que no sea ni tautologia
ni contradiccion se lo llama contingencia o falacia.

Equivalencia logica: se dice que las proposiciones P y Q son logicamente
equivalentes, y lo denotamos por P & Q, siy solo si, P & Q es una tautologia. El
simbolo & que utilizamos para la equivalencia logica, utiliza la definicion de <
para el caso de la construccion de una tabla de verdad.

También se dice que dos proposiciones son logicamente equivalentes si tienen
idénticas tablas de verdad.

Implicacion légica: se dice que una proposicion P implica légicamente O , y
lo denotamos por P = Q, siy solo si, P=> Q es una tautologia. El simbolo = que
se utiliza para la implicacion logica tiene la misma definicion de — para el caso de
la construccion de una tabla de verdad.

Inferencia légica: el paso que, de un conjunto de proposiciones (llamadas pre-
misas) se obtiene como consecuencia ldgica otra proposicion (llamada conclusion),
se denomina inferencia logica.

La inferencia logica es una condicional de la forma: p Ap, Ap, A ... Ap, =
q , donde las proposiciones p,, p, , p, ,..., p, son las premisas y ¢ es la conclusion.

Una inferencia logica puede ser una tautologia, una contradiccion o una fala-
cia. Por lo tanto, sip, A p, Ap, \ ... \ p, = q es una tautologia, la inferencia es
valida. Entre algunas de las inferencias validas mas conocidas tenemos:

Modus ponendo ponens: [(p — q) \ p] = q

La regla manifiesta que, dada una proposicion implicativa y su antecedente,
se sigue su consecuente.

Modus tollendo tollens: [(p — q) N (~q) = (~p)

La regla nos indica que, dada una proposicion implicativa y la negacion de
su consecuente, se sigue la negacion de su antecedente.
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Modus tollendo ponens: [(pVg)N\N(~p)l=qo[pVNAN(~q)]=p

La regla nos indica que, dada una proposicion disyuntiva y la negacion de
una de las proposiciones, se sigue la afirmacion del otra.

Ley del silogismo hipotético: [(p — g) A(q—=r)] = (p —1)

La regla indica que, si el consecuente de una primera proposicion condicio-
nal es el mismo antecedente de una segunda proposicion condicional, entonces
se puede inferir que el antecedente del primer condicional implica el consecuente
del otro.

Ley del silogismo disyuntive: [(pVg) A(p—=1)A(q—5s)] = (rVs)

Laregla indica que, si se tiene dos proposiciones condicionales y la disyuncion
de sus antecedentes, entonces se concluye la disyuncion de sus consecuentes.

Regla de Simplificacion: (p Ag) =>po(pAq)=¢q

La regla indica que, de la conjuncion de proposiciones, se puede inferir una
de ellas.

Nota: para determinar el nimero de valores de verdad para la construccion
de tablas de verdad de proposiciones compuestas, debemos tener en cuenta el
numero de proposiciones simples (n), y a partir del valor de la expresion 2" ,
determinamos ese valor. Por ejemplo, si en la proposicion compuesta hay tres
proposiciones simples, 2°=8, nos indica que, en cada columna de las proposicio-
nes simples, hay ocho valores de verdad, los mismos que estan distribudos de la
siguiente manera: cuatro verdaderos y cuatro falsos para la primera proposicion;
para la segunda, dos verdaderos y dos falsos; y para la tercera, un verdadero y un
falso; asi sucesivamente hasta completar los ocho.

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Demostrar las equivalencias utilizando las tablas de verdad.

apeoqy(p—q)Ng—p).
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p © q & p - q A q - p
\% \% \% \% \% \% \% \% \Y% \Y% \%
\% F F \% \% F F F F \Y% \%
F F \Y% \% F \Y% \Y% F \Y% F F
F % F % F \ F % F \ F

Tabla 1.11. Tabla de verdad de la proposicion del literal a)

Para demostrar la equivalencia se construyo6 la tabla de verdad de la propo-
sicion (p < q) e (p —q ) N(g— p) (vertablal.11), y por los resultados de
lacolumna de &, se concluye que la proposicidn es una tautologia. Por lo tanto,
las proposiciones p <> gy (p — q ) A (g— p ) son logicamente equivalentes.

b.p—qgy~pVg

P - q e ~ P v q
v A% v \% F v A% A%
A% F F A% F v F F
F v A% A% \Y% F A% A%
F A% F v \Y% F A% F
Tabla 1.12. Tabla de verdad de la proposicion del literal b)

Al igual que en literal anterior, se construye la tabla de verdad de la propo-
sicion (p — q)&(~p V g),ver tablal.12 y, por los resultados de la columna de
&, se concluye que la proposicion es una tautologia. Por lo tanto, las proposi-
ciones p —¢qy ~ p V g son légicamente equivalentes.

c. Demostrar que la proposicion [( p — g)] A (~q ) =( ~p ) que representa
a “modus tollendo tollens” es una inferencia valida.

Elaboremos su tabla de verdad y verifiquemos que la proposicion es una
tautologia.
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( ~ ¢ ) = (~ p )

|| < | <
o< || <o
<|m|™ >

<|< ||
i <<

</ << <

<|mim<
o< || <

<l <m<

Tabla 1.13. Tabla de verdad de la proposicion del literal c)

Por los resultados de la columna de = en la tabla 1.13, se concluye que la
proposicion [( p — q)] A (~q) = ( ~p) es una tautologia; entonces, la ley del
“modus tollendo tollens” es una inferencia valida.

d. Demostrar que la proposicion [( p — q) A (q— r)]=(p — 1) que repre-
senta la ley del silogismo hipotético es una inferencia valida.

Elaboremos su tabla de verdad:

(' p - q) N (g —> r ) =( p — 1)
\% A \% A \% \% A \% A A \%
\% \% \% F \% F F \% A F F
\Y% F F F F \Y% \% A% \Y% \Y% \Y%
A F F F F A F A% A F F
F \Y% \Y% \Y% \Y% \Y% \Y% A% F A F
F \Y% \ F Vv F F A% F A F
F A F A% F \Y% \Y% A% F A \Y%
F \Y% F \Y% F \Y% F A% F A F

Tabla 1.14. Tabla de verdad de la proposicion del literal d)
Por los resultados de la columna de = en la tabla 1.14, se concluye que la

proposicion [(p — g ) A (g — r)] = (p — r) es una tautologia, entonces la ley
del silogismo hipotético es una inferencia valida.

2. Construir la tabla de verdad de las siguientes proposiciones:

a)(pv~nrl(gVv~r)
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(. p v ~ ry)y & (g Vv ~ r)
\Y% v F v F A% v F \Y%
\Y% v \Y% F F v \Y% v F
\Y% v F v F F F F \Y%
A% v \Y% F F F \Y% v F
F F F \Y F \% A% F \Y%
F v \Y% F F A% \Y% A% F
F F F A% v F F F \Y
F A% A% F F F A% v F
Tabla 1.15. Tabla de verdad de la proposicion del literal a)
b)(~pVgqg)—(~qVp)
(~p VvV g ) — ( ~ q V p)

F v \Y A% \% F \Y% v \Y%
F v IF F \% v F A% \Y%
\Y% F \Y% v F F \Y% 1B F
\Y% F \Y% F \% v F A% F

Tabla 1.16. Tabla de verdad de la proposicion del literal b)

A continuacion, en la tabla 1.17, se muestran algunas de las equivalencias
logicas mas usadas en el algebra proposicional.

* Ley de idempotencia * Ley asociativa

pVpSp (pVg@VrepVigVr)
pApep (pPAPArepA(gAr)

* Ley conmutativa * Ley distributiva
pPVgeSqVp pV(gAr)=S(pVg ANpVr)
PNg=qAp pA(gVvr)=(pNgV(pAr)
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* Ley de identidad * Ley del complemento

pVFop pvV~peV

pVvlVer pN~pSF

pPANFSp ~(p)=p

pANVeSp ~VeF

* Ley de Morgan * Ley de absorcion

~(pVge~pA~q [PA@V9lep

~(pPNg)=~pV~q [PV AQl=p

* Ley del contrarreciproco y * Ley del condicional y

composicion bicondicional

(p—q)=(~qg—>~p) (p—q)=(pVyq)

[(p—q) A(p—r)I=lp—(gAr)] (preg=(p—>q9 Ng—p)
(peg=@EpVegA(~qVp)

Tabla 1.17. La tabla muestra algunas leyes del algebra proposicional

1.4. Simplificaciéon de proposiciones

La simplificacion de proposiciones consiste en reducir la proposicion dada, a
una mas simple, aplicando las leyes del algebra proposicional.

Veamos algunos ejemplos:

1. Simplificar ~ (m V s)— ~ s
~[~(mV )]V (~5)
(mVs)V(~s)

mV(sV~s)

mvVV

V

Equivalente del condicional
Ley del complemento

Ley asociativa

Ley del complemento

Ley de identidad

2. Simplificar [~ (~pV~q)V(pV@)AN[(~pV~q)V~(pV q)]

[(AQ)V(pVg )N (~pV~q)V(~pA~q)]
{LoA)VPpIVgy ANi~pV[~qV(~pA~q)]}

PV N-~pV~q)

Morgan, complemento
Asociativa
Absorcion
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(pVe A~(pNg) Morgan

3. Simplificar [(p— p WV g1 A[~ ¢V (r AT ALp—(pV ~¢)]
[(~pVP)VglA[~qV(rANg)]AN[~pV(pV~qg)] Eq. del condicional

[(~pVP)VaIA[~qV(rA@IA[(~pVp)V~q] Asociativa
VO AN~qV(rAg)INVV~q) Ley del complemento
VVI~qgN(rvg)IAV Ley de identidad
VAVAN~qV(rAqg)l] Asociativa
VA[~qV(rAg)] Ley de idempotencia
~qV(rAgq) Ley de identidad
(~qVr)N(~qVq) Distributiva
(~qVr)AV Complemento
~qVr Ley de identidad

4. Simplificar [~ (pV q)V(~pVgq)]—(~pVq)

[pV~q)VN(~pVg)]—>(~pVyq) Ley de Morgan
[~pV(~qVgqg)]—>(pVq) Distributiva
(~pVV)—>(~pVgq) Complemento
~p—(~pVgq) Ley de identidad
~(~p)V(~pVaq) Equivalencia del condicional
pV(~pVq) Ley de complemento
(pV~p)V(pVaq) Distributiva
VA(pVq) Complemento
pVg Ley de identidad
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5. Simplificar [( p— ~¢q)— ~p]l — ¢
~(p—>~q9)—~pl Vg
~[~—~q9V~plvyg
~[~(~pV~qV~plVg
[~~(pV~q) A\~~p]Vg
[(~pV~q@)Ap]Vq
[pPA(~pV~q)]Vq
[GA~p) VP A~9) 1V g
[FV(pA~q) Vg
(pA~q)Ng
gV(pA~q)
(qVp)N(gA~q)
(qvp) AV

qVp

Equivalencia del condicional
Equivalencia del condicional
Equivalencia del condicional
Ley de Morgan
Complemento

Conmutativa

Distributiva

Complemento

Ley de identidad
Conmutativa

Distributiva

Complemento

Ley de identidad

6. Simplificar [(pAg)—>~r]V[ip—>(g—~r)]

[~(pANg)V~r]V[~pV(~qV~r)]
[(~pV~q)V~r]V[~pV(~qV~r1)]

~pV~qV~rV~pV~qV~r

(~pV~p)V(~qV~q)V(~rV~r)

~pV~q\V~r
~(pNgAr)

Equivalencia del condicional

Morgan

Conmutativa y Asociativa
Idempotencia

Morgan inverso

1.5. Aplicaciones del cdlculo proposicional.

La aplicacion mas importante del célculo proposicional, lo tenemos en la
teoria de circuitos. Un circuito estd compuesto de una fuente de electricidad, un
hilo conductor y un interruptor (ver figura 1.1).
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Interruptor

Hilo conductor
FUENTE

Figura 1.1. Composicion de un circuito

Un circuito lo representaremos por:

©

Figura 1.2. Representacion de un circuito

A es el interruptor y S, T el hilo conductor, ver figura 1.2.

Si la fuente estéd cargada y el interruptor A esta cerrado, por S, T circula elec-
tricidad y lo simbolizaremos por V; cuando el interruptor esté abierto, lo denota-
remos por F.

En el circuito en serie que se muestra en la figura 1.3, 4 y B son interruptores
y L es la lampara.

L
S ) /\TT
&8

Figura 1.3. Circuito en serie

Analicemos cada uno de los estados de un circuito en serie: a. Los interrup-
tores A y B estan cerrados; L est4 prendida (ver figura 1.4).

AlB|L ﬁ)L
V|Vv]v s A B T
@ O @ O

Figura 1.4. Circuito en serie, con 4 y B cerrados
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b. El interruptor 4 estéa cerrado y B abierto; L estd apagada (ver figura 1.5).

A[B|L L
V|F|F sé ~ 5/0"\T

Figura 1.5. Circuito en serie, con 4 cerrado y B abierto

c. El interruptor A4 esta abierto y B esta cerrado; L esta apagada, (ver figura 1.6)

AlB[L i)L
F V F S Mc...... B T
—@ O

Figura 1.6. Circuito en serie, con A abierto y B cerrado

d. Los interruptores 4 y B estan abiertos; L estd apagada, (ver figura 1.7).

A|/B|L L
F F F S VO......._V)”‘“' T

Figura 1.7. Circuito en serie, con 4 y B abiertos

Resumiendo, los resultados de los cuatro estados del circuito en la tabla 1.18,
se observa que dicha tabla es similar a la tabla de verdad de la conjuncion.

< < | B
< < | w
|| <

Tabla 1.18. Estados del circuito en serie
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Ahora analicemos los estados del circuito en paralelo que se muestra en la

figura 1.8.
L
S T

Figura 1.8. Circuito en paralelo

®

®

a. Los interruptores 4 y B estan cerrados; L estd prendida (ver figura 1.9).

L
AlB|L S|.AC T

Figura 1.9. Circuito en paralelo con 4 y B cerrados.

b. El interruptor 4 esta cerrado y B abierto; L estd prendido (ver figura 1.10).

Figura 1.10. Circuito en paralelo, con 4 cerrado y B abierto

c. El interruptor A4 esté abierto y B cerrado; L esta prendida (ver figura 1.11).

Figura 1.11. Circuito en paralelo con A4 abierto y B cerrado
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d. Los interruptores 4 y B estan abiertos; L esta apagado, (ver figura 1.12).
. L
o
A|B|L S | ® T |
|_./9

Figura 1.12. Circuito en paralelo con 4 y B abiertos

Resumiendo los resultados de los estados en tabla 1.19 observamos que dicha
tabla es andloga a la tabla de verdad de la disyuncion.

< | < |
< || <|®
g <<

Tabla 1.19. Estados del circuito en paralelo

Los circuitos que se muestran en las figuras 1.13 y 1.14 tienen posiciones
opuestas; si 4 estd cerrado, entonces ~A4 esta abierto.

?L
~A

S A T

@ O

Figura 1.13. Circuito con 4 abierto y ~4 cerrado

jL
S I/NA “, T

Figura 1.14. Circuito con A4 cerrado y ~4 abierto
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Los estados que permiten que la lampara esté encendida o apagada son ana-
logos a la tabla de negacion.

Se dice que dos circuitos son equivalentes si los valores de L de cada circuito
son iguales.

Utilizando la teoria de circuitos se puede reducir circuitos complejos a otros
mas simples, logicamente estos seran equivalentes. (Lara Y Arroba, 2007)

Ejemplos.

1. Reducir el circuito representado en la figura 1.13.

['p | [q |
L= | |
[t | [ q |
L | |

G
| || l
Figura 1.13. Circuito en serie y en paralelo

El circuito de la figura 1.13 esté representado por la proposicion [(p A q) V
(t A\ q), la misma que utilizando las leyes del algebra proposicional se reduce a
(p V1) N\ g representada en la figura 1.14.

[p |
| I
1 9 T
[t ]
| I

| G

Figura 1.14. Reduccion del circuito representado en la figura 1.15
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2. Reducir el circuito de la figura 1.15.

Figura 1.15. Circuito en serie y en paralelo

El circuito de la figura 1.15, esta representado por la proposicion (p A g ) V
[(tV p) A (g V)], lamisma que, utilizando las leyes del algebra proposicional,
sereduce a (p A q) V t, representada en la figura 1.16.

Figura 1.16. Reduccion del circuito representado en la figura 1.15.

3. Reducir el circuito representado en la figura 1.17.

Figura 1.17. Circuito en serie y en paralelo
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El circuito de la figura 1.17, esta representado por la proposicion [(~p A g )V
(t\N~p) ]V ~p,lamisma que, utilizando las leyes del algebra proposicional, se
reduce a ~ p , representada en la figura 1.18.

Figura 1.18. Reduccion del circuito de la figura 1.17

4. Reducir el circuito representado en la figura 1.19.

Figura 1.19. Circuito en serie y en paralelo

El circuito de la figura 1.19 esta representado por la proposicion:

{[(~pV~t)AN(tA~p)]V(mAL)}V(~p)

la misma que, utilizando las leyes del algebra proposicional, se reduce a ~ p,
representada en la figura 1.20.

Figura 1.20. Reduccion del circuito de la figura 1.19
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EJERCICIOS PROPUESTOS 1.2

1. Construir las tablas de verdad de las proposiciones siguientes e identificar
las que son tautologias.

a)[(p—>q)\pl—q b)[(p—=>r)AN(g—~r)]—=(pAq)
OpN(gVr)—s D[(p—qg)AN(g—>r)]—>(p—>r)
e[p—(qgA~q)]—p D(p—qg)Vipeo~q)

g pV(gAp)lep

2.Utilizar tablas de verdad para demostrar que las expresiones siguientes son
equivalencias.

a)pV(gAr)y=(pVvg)AN(pVvr) b)~(pVg)e~pA~gq
gp—g=~(pA~q) d) peoge(~pVg)AN(~qVp)
e)(p¥qg)=(pVg)A~(pVgq) Dp—-(gAr)ys(p—qg)Np—r)
g)p—(qvr)=(p—q)V(p—r) (peg)=(p—q)
D~(pAq)—re~(~pVv~q)vr j(plg)ANre~(pVvg)Ar
K[(pVvr)A~(pANgQ]V~q D(~pAg)V(pA~q)=~(p—q)

3. Sin usar tablas de verdad, demostrar las siguientes equivalencias.

a)[(pAg)—rlep—(g—r)
b)[(pV~g)AN(~qAp)lVvp=[pA(g—p)]
)[(pVg)AN(~pV~q)]l(pVp)S~(qVp)
d)p—-(~pVg)=(p—q)
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4. Simplificar las proposiciones siguientes.

a)(pANg)V(~pA~q)V(~pA~q)
b)[(pVg)—qgNA~q)]—~p
[~(pegqg)—(pVg)]l Ag
d)(pVvg)el(qgip)i(p—q)]
e)[peo(gVvg)]el(pVvg)ep]
DI(pVg)AN(~pV~q)]L(pVq)
g){(p—>(gVr)e(p—q)V(p—q)
h)(~pA~q)eo~(pVq)
D{(pvg)l(pA~q)}A\p
Dp—(~qVqg)A~qV(pegq)
K){(~pA~q)AN~[(pANg)AN~(~qAp)]}V~q
D{GVvHl(sVvs)}V~t

m) {~[~(~tAm)AmAt)]AN~(mVit)}V~m
nN[(tAs)—>~r]V[t—o(s—~r]
O)[(r—>r)Vs]A[~sV(mAs)N[r—(rv~s)]
P~ (mVvVr)V(~mAs)]—>(~mAs)

QO[~ (~tV~m)VEVm)IA[(~tV~m)V~(tVm)]

5. Si la proposicion ~s V { [ (p =g ) L (s ¥ w) ] — m } es falsa. Halle el
valor de verdad de:

a)(gAw) = ~(s¥~m)op

b)~[(pls)yo(w¥Y~m)]AN(~q—p)
)(gN~s)—>~(g¥~p)om
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6. Si la proposicion ~[~(p —q) A(m e t) |1 (s V) es verdadera, halle
el valor de verdad de:

a) (qVm)—~(~sY~m)lp

b)~[(plt)yo(gh~m)]A(~qls)
O(peoqg)—~(sim)Vs

7. Si la proposicion (p V ~r) (g V ~r) es verdadera, halle el valor de verdad de:

a)(gVr)—~(~q¥~r)lp
b)~[(p—q)eo(qgNAN~r)]AN(~qVq)
O(gN~r)yeo(~ql~r)—gq

8. Si la proposicion (r Am ) — (p 1 ~¢q ), halle el valor de verdad de:

a)(gom)Y(~p—~r)—op
b)~[(pAg)—>~(gV~r)]lo(~mVr)

)(~p—om)¥(~m—~q)—q

9. Representar los circuitos asociados a las proposiciones dadas.

a)(pANg)V(~pA~q)V(~pN~q)
b)[(pVg)—qgNA~q)]—~p
[(pVg)N(pV~q)]IAp
d)[(pVg)AN(~pV~g)IV(pVq)

e {(~pA~g)N[(~pV~q)V(~qAp)]}V~q
HD[(sVt)—>s]V~t
{[(~tAm)N(~mV~t)]N(~mA~t)}V~m
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10. Si p, g y s son verdaderas y m, r y w son falsas, determinar el valor de
verdad de las siguientes proposiciones.

a)~sY{[(p>~q)l~(sAw)]om}
b)(ro~qge~(sAw)lm

)(g¥Y~s)o~(rA~w)lm
d)~(~rv~qgo~[(m->w)l~s]
)(~ml~s)Y~[(m—>w)V~s]
D{[(mo>~s)l~FAw)]-omiog
g{[(rA~w)o~(~rvw)]l~p}e[~qg—(pV~p)]

1.6. Funcién proposicional y cuantificadores

Definicion 1.10. Una funcion proposicional es una expresion p (x), p (X, y),
p (x, 3, z) , etc. de una, dos, tres o mas variables, las mismas que, al reemplazar
sus variables por un valor determinado, estas se convierten en una proposicion.

Ejemplos

1. p(x) : (x —=2)* = 49 es una funcion proposicional de una variable, a la
que no se puede asignar un valor de verdad, porque va a depender del valor
que tome x; por ejemplo, si x =7, la funcidn proposicional es falsa; si x =9,
la funcion proposicional es verdadera; en cualesquiera de los casos la funcion
proposicional tendra un unico valor de verdad, esto lo convierte en una pro-
posicion.

2. p(x, y) : x + y = 5 es una funcidn proposicional de dos variables, a la
que no se puede asignar un valor de verdad, porque va a depender de los valo-
res que tomen x e y; por ejemplo, si x =5,y = — 2, la funcién proposicional es
falsa; six = —3, y = 10, la funcidn proposicional es veradera; en cualesquiera
de los casos, la funcidn proposicional tendra un tinico valor de verdad, esto lo
convierte en una proposicion.

38



Jorge Tuapanta, Mg

3. p(x, y,z) - z = x* + )? es una funcion proposicional de tres variables, a la
que no se puede asignar un valor de verdad, porque va a depender de los valores
que tomen x, y, z; por ejemplo, six =4,y = —3,z = 25, la funcién proposicional
es verdadera; esto lo convierte en una proposicion.

Otra manera de convertir una funcion proposicional en una proposicion es
anadiéndole cuantificadores asociados a las variables.

Entonces, asociados a la variable x , introducimos el cuantificador univer-
sal “para toda x”, denotado por ¥x ; y el cuantificador existencial “existe una x”,
denotado por 3x . Para el caso de la existencia de una unica x, lo denotaremos
por Ilx .

Si a la funcion proposicional p(x) afiadimos los cuantificadores, tendremos:
¥x : p(x) se lee “para toda x, se cumple p(x) ”.
Ax / p(x) se lee “existe una x, tal que se cumple p(x) .

Para que la funcién proposicional con el cuantificador universal sea verda-
dera, debe ser veradera para todas las x. Y para que la funcién proposicional con
el cuantificador existencial sea verdadera, es suficiente que sea verdadera para
almenos una x.

Ejemplos

l.¥xeER:x*+9>0

La proposicion es falsa. Basta con tomar x =—3 y ver que no se cumple para
todos los valores reales.

2.3x€Z/xX*—4=0ANVx=m

Para que x> — 4 = 0, existe un entero que satisface esa ecuacion; pero para
Vx = 7 no existe ningun entero que satisfaga. Aplicando la definicién de la con-
juncion y sabiendo que, para el primer caso es verdad y para el segundo falso, se
concluye que la proposicion es falsa.

3.¥vxe€R3IyeR/x+y=0

Para cada valor real, existe su reciproco, tal que al sumarlos nos da cero,
entonces la proposicion es verdadera.

39



MATEMATICAY TRIGONOMETRIA

4.3yeRvxeER/x+y=x

Existe el 0 elemento de los reales que, al sumarlo a cualesquiera valores rea-
les, nos da el mismo valor, entonces la proposicion es verdadera.

S ¥x,yER :x+y<0Vxy>0

Para cualesquiera valores reales positivos su suma y producto es mayor que
cero, entonces x +y < 0, es falsa, y xy > 0 es verdadera. Y aplicando la definicion
de la disyuncion, se concluye que la proposicion es verdadera.

6. % x, VER : Vx? +1* <0

La suma de los cuadrados de cualesquiera valores reales positivos siempre
sera mayor o igual a cero.La raiz cuadrada de esa suma también serd mayor o
igual a cero. Entonces se concluye que la proposicion dada es falsa.

7.¥x,yER:x?+)y’ >0

Por el numeral anterior, concluimos que la proposicion es verdadera.

BV¥x,yER: X+ )y ' =x+y’—xy+)?)

x4+ 3y’ =(+y)(x*— xy + )’ ) es una identidad que es valida para cuales
quiera parejas de valores reales.

Para el caso de que se desee la negacion de una funcion proposicional con
cuantificador universal, se cambia el cuantificador en existencial y se niega la
funcion proposicional. Y para negar una funcidon proposicional con cuantificador
existencial, se cambia el cuantificador en universal y se niega la funcion propo-
sicional. Es decir:

Si¥x : p(x) , entonces su negacion es Ix / ~p(x)

Si 3x /p(x) , entonces su negacion es ¥x : ~p(x)
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Ejemplos.

Negar las siguientes proposiciones:
I.¥x€N:x+1>8,sunegacibonesIxEN/x+1 <8
2.¥y€ER:y*>0,sunegaciones Iy ER/y* <0
3.¥x,y EN:x+y=I,sunegaciénes Ix,y EN/x +y #1

4. %x, yER : (x + y)? =x* + 2xy + y*, su negacion Ax, yER / (x + y)* # x* +
2xy + 32

5. ¥x€ER3IyeR/x+y=0,sunegacionIx ERV¥y€eER/x+y#0
6.3yeER¥x€ER/x+y=x,sunegacion¥y ERIxER/x+y+x

EJERCICIOS PROPUESTOS 1.3

1. Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones.

a) AXER/x* 9 <0AX*-25=0

b) IIxeN/Vx2—4=0

) ¥xeER,x #03JyeR/x+y# 0 Axy=1

d) IyeERxER/x+y+xVxy=x

VX, )ER " :x+y>0V¥x¥<0

f) ¥xe€R : x* +3x —2=0

g ¥xER ,x #03yeR: (xy=1)V(x y =x)

h) ¥x, y€Z : (x + yEZV x yEZ X €EZ) I Vxy €L

2. Niegue las siguientes proposiciones.

a) AXER/x* 9 <0AX*-25=0

b) ¥xeN : x +5=5+x

¢) €L/ VP -16=0 A [x— 4| =0
d)¥xeR,x #03JyeR/x+y #0 Axy=1

41



MATEMATICAY TRIGONOMETRIA

e) IYyERWxER /x+y#xVxy=x
Dv¥x, yER " :x+y>0Vx<0
g) ¥x, yeER : |x+y| <0
h)3eER/x+V3=22

1.7. Métodos de demostraciéon

Las demostraciones de teoremas y proposiciones siguen un orden logico de
pasos para llegar a verificar la tesis.

En general, los teoremas y proposiciones son de la forma p Ap,A p,A ... A
p,= g dondep, p, p,,..., p, son hipotesis derivadas de un mismo problema con-
sideradas validas, que implican la veracidad de tesis g .

Los métodos de demostracion matematica mas usados son los siguientes:

Método de demostracion directo

El método de demostracion directo, parte de las hipotesis p, p, p; ..., p, las
que se suponen verdaderas, y se deduce la verdad de la tesis g .

Ejemplo

Demostrar que, para todo n entero, si # es impar, entonces »n* es impar.

Demostracion:

Por hipotesis n es impar, esto significa que ILkEZ / n = 2k +1. Como n = 2k
+1, entonces n*> = (2k +1)* =n*=4k* + 4k +1=n*> =2k + 2k ) +1= =n*=2h
+1, con h =2k*> + 2k€Z . Por lo tanto, n* es impar.

Método de demostracion por contra reciproca

este método de demostracion indirecto se fundamenta en la equivalencia légica:

(p—9)=(9—p)
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Esto significa que, para demostrar la veracidad de una proposicion condicio-
nal, basta con demostrar la verdad de su contra reciproca.

Ejemplo.
Demostrar que, para todo a entero, si @’ es par, entonces a es par.

Demostracion:

En la demostracion por contra reciproca, tenemos que demostrar que: si a es
impar, entonces a’ es impar. Dado que este hecho ya se lo demostro en el ejemplo
anterior, se concluye que es verdad que, si a’ es par, entonces a es par.

Método de demostracion por reduccion al absurdo

Este método de demostracion indirecto consiste en negar la tesis del teorema,
y a partir de este resultado y, con la ayuda de las reglas de inferencia, llegar a una
contradiccion de la hipdtesis o con un hecho matematico.

Ejemplo

Demostrar que V3 €Q

Demostracion:

Supongamos por absurdo que V3 €Q , entonces \3 se puede expresar como
a
racional, es decir, existen enteros b # 0 y a primos relativos tales V3 =

2
Si V3 =% = 3=% = a’=3b°, entonces @’ es un entero par o impar dependiendo
de entero b par o impar.

Si b7 es par, b es par, entonces existe un entero & tal que b = 2k , sustituyendo
en @’ = 3(2k)* = a* =12k* , entonces @’ es par, lo que implica que a es par. Esto-
contradice el hecho de que a y b son primos relativos.

Por lo tanto, la suposicion realiza es falsa y es verdad que 3 €Q .

Nota: que a y b son primos relativos. Significa que el méximo comiin divisor es 1.
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CAPITULO 2 TEORIA DE CONJUNTOS

2.1. Introduccién

La teoria de conjuntos estudia las propiedades de los conjuntos: colecciones
abstractas de objetos, consideradas como objetos en si mismas. Los conjuntos y
sus operaciones mas elementales son una herramienta basica en la formulacion
de cualquier teoria matematica.

2.2. Conjuntos

El conjunto es una agrupacion de objetos que esta bien definido, de tal mane-
ra que se pueda afirmar si cualquier objeto pertenece o no a la agrupacion.

Al conjunto que contiene todos los elementos de una misma propiedad, se
llama universo, y se denota por [ J. Al conjunto que tiene un solo elemento se
le llama unitario. El conjunto que carece de elementos se llama vacio, y lo de-
notamos por { } o & . Un conjunto se dice finito, si podemos enumerar sus ele-
mentos, caso contrario, el conjunto sera infinito. Por ejemplo, el conjunto de los
estudiantes de una universidad es finito y el conjunto de los nimeros naturales
(N) es infinito.

A los conjuntos los notaremos con las letras mayusculas 4, B, C, D, etc., y a
sus elementos con las letras minusculas a, b, ¢, d, etc.

Para indicar que un elemento pertenece a un conjunto, usaremos el simbolo
“€e ” que se lee “pertenece a”. Por ejemplo, b € B significa que el elemento; b
pertenece a B . Si b no pertenece a B, lo denotaremos por b € B.

Un conjunto queda definido inicamente por sus elementos, y este puede apare-
cer de manera idéntica una sola vez. Si se puede determinar sin ambiguedad, cudles
son los elementos de un conjunto, se dice que el conjunto esta bien definido.

2.3. Métodos para determinar conjuntos

Por enumeracion o extension: si se escriben todos y cada uno de los elemen-
tos de un conjunto.
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1.4=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}
2.B={-3,-2,-1,0,1,2,3}
3.C={m,e, V2,V5V7,V11}
4.D={1,1,2,3,5,8,13,21,34,75}

Por comprension: cuando se define por medio de una o mas propiedades
que caracterizan a los elementos y solo a ellos.

Ejemplos.

l.A={xeN/1< x< 7}={2,3,4,5,6}
2.D={x€Z/X*+1=0}=&
3.C={xeR/(x 3)(x—2)=0} ={ 2,3}
4. D={x€Z/(x —6)(x+6)=0} ={ 6,6}

2.4. Relaciones entre conjuntos

2.4.1. Igualdad entre conjuntos

Dos conjuntos 4 y B son iguales si y solo si tienen los mismos elementos, es
decir:

A=B&(¥x: xEASXEB) .

Ejemplos

LA={x€R/x'~8=0j={2}  y B={xeN/x-32=0}={2}.
2.C={x€L/x-4=0}={-22} y D={x€L/x'-32=0}={-22}.
3.E={x€L/~1<x<3}={0,1,2} y F={xeN/0<x<3}={0,1,2}.

Si 4, By C son conjuntos cualesquiera, entonces la igualdad entre conjuntos

cumple las siguientes propiedades:
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1. Reflexiva: ¥ A, A=A
2. Simétrica: A=B=>B=A4
3. Transitiva: A=BANB=C=A4=C

Nota: si la igualdad de conjuntos cumple con las tres propiedades, entonces
se dice que la relacion es de equivalencia.

2.4.2. Inclusién entre conjuntos

Se dice que B es un subconjunto de 4 , y lo denotamos por B € A4 (se lee: B
subconjunto de 4 ) si y solo si, todo elemento de B es de 4 , es decir:

BC A & ( ¥x: XEB=>X€EA)

Si B es subconjunto de A4 , pero B no es igual a 4 , se dice que B es subcon-
junto propio de 4 , y lo denotamos como B C 4.

Nota: el conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto, asi como todo

conjunto es subconjunto de si mismo A< A.
Ejemplos

SiA={xeN/2<x<10,ximpar } y B={5,7 }, entonces B C 4

SiC={x€Z/-3<x< 4} y D={Divisores positivos de 4 }, entonces D € C
{F= 225 _ )

SIF_{xEQ/x T _0} y E_{ 4} entonces £ C F'

Si G={xeN/x*-16=0} y H={-2,-1,0,1,2}, entonces G € H

Si 4, By C son conjuntos cualesquiera, entonces la relacion de inclusion
entre conjuntos cumple las siguientes propiedades:
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1. Reflexiva: ¥ A: AC 4
2. Antisimétrica: ¥ A,.B:(AS BABCS A) > A=8B
3. Transitiva: ¥ 4,B,C: (AS BABCSC)=>4<C

Nota: una relacion que cumple con las propiedades reflexiva, antisimétrica y
transitiva se dice que es una relacion de orden.

Para ilustrar las relaciones existentes entre conjuntos, se emplea los diagra-
mas de Venn-Euler, que consiste en representar un conjunto con una region plana,
limitada por una curva cerrada, la cual puede tener cualquier forma. Todos los
elementos pertenecientes al conjunto se encuentran en el interior de la region
cerrada y cualquier objeto fuera de ella no pertenece al conjunto.

Para el caso de la relacion de inclusion entre conjuntos, la representacion en
diagrama de Venn-Euler, se muestra en la figura 2.1.

A

Figura 2.1. Representacion en diagrama de Venn, de B € 4

2.5. Operaciones entre conjuntos.

2.5.1.Unién U

Sean 4 y B dos conjuntos cualesquiera, la union entre 4 y B se define como:

Au B={x/x€ANXx€EB}
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Utilizando diagramas de Venn, 4 N B se representa como la parte sombreada
de las figuras 2.2, en los casos que: 4 y B tienen elementos en comun, 4 y B no-
tiene ningun elemento en comin y 4 es subconjunto de B .

A B

Figura 2.2. Representacion en diagrama de Venn de la union entre 4 y B,
en tres casos diferentes

Ejemplos

Hallar la unién de las siguientes parejas de conjuntos

l.A={a b cdef g} y  B={1,35672910}
AuB={a,b,c,d, e fg1,3,56,7,9,10}
2.C={2,6,8,10,12,14,16 } y D ={x€Z/-3<x <3}
CuD={-3,-2,-1,0,1,2,3,6,8,10, 12, 14, 16 }

3.E={x€Z/-3<x <4} y F ={ Divisores positivos de 18 }
EUF={-3-2-1,0,1,2,3,4,6,9,18 }

De los ejemplos se deduce que, la unidon entre conjuntos consiste en copiar
los elementos de ambos conjuntos; en caso de tener elementos comunes, se les
copia una sola vez.
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2.5.2. Interseccién N

Sean A4 y B conjuntos cualesquiera, la interseccion entre 4 y B se define como:

ANB={x/x€EANXEB}

Utilizando diagramas de Venn, AN B se representa como la parte sombreada
de las figuras 2.3. En los casos en que 4 y B tienen elementos en comun, A es
subconjunto de B, y, 4 y B no tiene ningin elemento en comun.

Figura 2.3. Representacion en diagrama de Venn de la interseccion entre 4 y B,
en tres casos diferentes

Ejemplos.

Halle la interseccion en cada una de las parejas de conjuntos.

l.A={a b, c, d e f,gtyB={1,3,56,7,9,10}
ANB =g
2.C={2,6,8,10,12,14,16 } y D={x€Z / —3< x < 3}
CnD={2}
3. E={x€Z /-3 <x <4} y F={Divisores positivos de 18 }
EnF={1,2,3}
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Sobre la base de los ejemplos se deduce que la interseccion entre conjuntos

esta formada por los elementos comunes de los dos conjuntos.

Teorema 2.1. Sean 4, B y C conjuntos cualesquiera, entonces:

l.Ac4A B o BcA4uUB

2.AcB= AUB=B

3.AnBc4 o AnNnBCBHB

4. A0A=A o An A=A

5.A0B=Bn4A o ANnB=BnA

6.(AUB)C=4UBUC) o ANBNC=ANn(BNC)
7.AUBNC)= (AuB)N(AUC) o ANBUC)= (AnB)uANC)
8.A4u =4 Ang=g AuU=U AnNnU=4

9. A4n (A uUB)=4 0 AuAnB)=4

A partir de diagramas de Venn, se puede demostrar cada uno de los literales

del teorema.

También se puede dar una demostracion matematica mas rigurosa. Veamos

algunas de ellas.
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l.AcAUB
Six€A = x€A4 V x€B, y por definicién de union, x€A UB.
Por lo tanto, si x€4 = x€(4 U B) , luego AC AUB .

2.ANB C 4.

Six€4ANB = x€A \ xEB , como xEA, se cumple que AN B C A.

3.AuUB=B U4
X€A U B & (x€A V xEB)S(XxEB V x€EA) & x€EB LA

Por lo tanto, se cumple que AUB =B U A.
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4.ANBUCO)=ANnB)u NnO)

X€EA N(BUO)=[x€A N xe(BUC)]
©[x€A N(x€BVxe(C)]
©[(xed NxeB)V(xed Nxe(C)]
o[xe(AnNB)VxeANO)]
SxeE[ANB)UMANC)]

Porlo tanto A N (BUC)=(ANB)uANC).

2.5.3. Diferencia

Sean 4 y B dos conjuntos cualesquiera, la diferencia entre 4 y B se define
como:

A-B={x/x€ANx€&B}

Graficamente la diferencia A— B la representamos por la parte sombreada
de las figuras 2.4, en los casos que: 4 y B tienen elementos en comun, y, 4 y B
son disjuntos (no tienen ningun elemento en comun). La parte sombreada de las
figuras 2.5, representan B — A.

Figura 2.4 Representacion en diagrama de Venn de la diferencia entre 4 y B
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Figura 2.5 Representacion en diagrama de Venn de la diferencia entre B 'y 4

Ejemplos
De los siguientes conjuntos, halle la diferencia de un conjunto con respecto

al otro y viceversa.

l.A={a,b,c,d e f,g}yB={1,3,56,7,9,10}

A- B={a,b,c,d,e,f,gtyB—-4={1,3,5,6,7,9,10}
2.C=1{2,6,8,10,12, 14,16 }

D={x€Z/ 3< x< 3}={3,-2,-1,0,1,2,3}
C-D={6,8,10,12,14,16 } yD - C={-3,2,-1,0,1,3 }
3.E={x€Z/-3<x<4}={2,-1,0,1,2,3,4}

F = { Divisores positivos de 18 } ={ 1,2,3,6,9, 18 }
E-F={2-1,004}yF—-E={6,9,18}

Para hallar la diferencia A— B, se debe coger los elementos que estan en A4,
pero si estan en B, no los cogemos.

2.5.4. Complemento

Sea A un subconjunto del universo U, se define el complemento de 4 en Uy
se denota A€ o A (se lee A complemento) al conjunto U — 4.

U-A=A°={x/x€UAx€&A}
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La parte sombreada de la figura 2.6 representa el complemento de 4 . Se
puede decir que el complemento de 4 es lo que le falta al conjunto A4 para llegar
a ser el universo.

U

Figura 2.6. Representacion en diagrama de Venn del complemento de 4

Ejemplos

Dado el conjunto universo y un subconjunto de este, halle su complemento.

1LU={-2,1,2,4,5 11,1517} vy A={1,2,11,17}
AC={-24515}

2.U={3,9,12,15,18,21,24,27} y B={12,15,18,27
BC={3,9,21,24}

Teorema 2.2. Sean 4, By C conjuntos cualesquiera, entonces

1. A—~B=A4~ B€ 2.(AC)C=4
3. ANB=024-B=4 4.Q0=-UyU=p
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5.(AuUB) = A°N B¢ Ley de Morgan
7.(ANB)" = A°UB¢ Ley de Morgan

Demostremos matematicamente algunas de ellas:

1.A-B=AnNB"

X€EA-B)ox€EANxEBoxEANXxEB @ x€EANBC

Entonces, se cumple que 4— B = AN B¢

2.(AUB)* =4 B¢
XEAUB)YX ex&(AUB)
Sx¢EANxEB
©x€A°Nx€B©

S x € AN BC

Entonces, se cumple que (4 UB)¢ = A4 B¢

3.(AN B =4 UBC©
XE(ANB)“©x ¢€(AN B)
SxgAVXEB
& x €AV EB©

& x €(4A° U BY)
Entonces, se cumple que (4 NB)¢ = A¢ U B¢
4.4 N(B-C)=(ANB)~(4 nC)

(ANB)—(A NnC)=A N B) (ANnO)©
=(A NB)N(A° UC®)

6.CuCc=U
7.AN (B—C)=(ANB)—~(4NC)
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= [(4 "B) NA°] U [(4 NB) N C9)]
=[(4 NA®) NB] U[(AN(BNC)]
=[@ N B] v [(AN(B-C)]
=z V[AN(B-0)]
=4 N(B-0)

2.5.5. Diferencia simétrica

Sean 4 y B dos conjuntos cualesquiera, se llama diferencia simétrica entre
Ay B,y lo denotamos por 4 A B, a la unién de los conjuntos (4— B) y (B — A4).

Esdecir: AAB={x/x €(4— B) U(B— A)}.

La parte sombreada de figura 2.7, representa la diferencia simétrica entre 4 y B.

A B

Figura 2.7. Representacion en diagrama de Venn de la diferencia simétrica

Ejemplos.

Dados los siguientes conjuntos, hallar la diferencia simétrica de los mismos
1.4={-3,0,1,2,3,6} y B={-2,1,2,4,5,11}
AAB={-2-3,0,3,4,56,11}
2.C={1,3,7,11,13,15} vy D={0,1,7,9,13,11,17 }
CAD={0,3,9,15,17}
3.E={7,14,21,29 } yF={8,16,24,32,40 }
EAF=1{7,14,21,29,8,16,24,32,40 }
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Teorema 2.3. Sean 4, B'y C conjuntos cualesquiera, entonces
lLAANA =@ 2.AcB=>AAB=B-4
3.(AAB)A°=4 (BAC) 4. AANB=BAA
5LANBAC)=(ANnB) A (ANC) 6. A°AB=AAB

Demostraciones:
1.AANA =P
AANA=(A—A) A-A)=18 =7

2.ANBAC)=ANB)A NC)
ANBAC)=A4 N[(B~- C) U(C—- B)]
=[4 NB-O)] v 40 (C-B)
=[ANB) = (ANCO)] V[ANC)—(4NB)]
=(ANB)AANC)

3.A°AB“=AAB.
ACA B =(4A°—B°) U (B — A4°)

= (AC N (BC)C) U (BC N (AC)C)
=(A°N B) U (BN A)
=(BN A°) U (4 N"B°)
=(B—A) Y (4—-B)
=(A-B) Y(B—4)
=AAB
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Ejercicios resueltos

1. Representar en diagramas de Venn las siguientes operaciones entre conjuntos.

a) ANBNC b) [A— (BUC)JU[BN (4 U C)]
A B A B
C C
Figura 2.8. Representacion en Figura 2.9. Representacion en
diagrama de Venn de la operacion diagrama de Venn de la operacion
del literal a) del literal b)

©) [(ANB)-ClU[ANC)NB)U[(CNB)-A4]  d) [(ANB) —C]U [C ~(4N B)]

A B A B
C C
Figura 2.10. Representacion en Figura 2.11. Representacion en
diagrama de Venn de la operacion diagrama de Venn de la operacion
del literal c) del literal d)

e) [(ANB)~(C UD)] U[(ANC)~(BUD)] U[(D NB (CUA)]U[(CND)~(AUB)]

A B

C D

Figura 2.12. Representacion en diagrama de Venn de la operacion del literal e)
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2. Dados los siguientes conjuntos, hallar las operaciones indicadas.
A={-3,0,1,2,3,5,6 }, B={-2,1,2,4,5,11 },C={1,2,3,7,11, 13,15 }
yU={-3,-2,0,1,2,3,4,5,6,7,11, 13, 15, 18, 19, 20, 25, 28 }

a)ANBNC={1,2 }

b) AN B¢ N C= (4 WBUC)={18,19,20,25,28}

¢)[(4 NB)—C] V[C—(AUB)]|={5,7,13,15}

d)[(4 NB)—Cl v[(4 "C)NB°] U[(CNB)—A]={5,3, 11}
e)[A—(BUC)] U[BN(AuU CO={-2,-3,0,4}

3.Dado E—~(FuU D)={0,2},ENF={3,5}, Fn D={-5,51,
DNENF)={T,4},(EENF*ND)={-2,6},DNENF‘={1}y
U={-5,-2,0,1,2,3,4,5,6,7,9}

determine el nimero de elementos de los conjuntos (cardinalidad) y los
componentes de £, F, D.

Al ubicar los datos en diagrama de Venn de la figura 2.13, los elementos de
las tres primeras condiciones y tomando en cuenta las equivalencias de las de-
mas, se tiene que:

DA(ES NF ) = DA(E UF)C ={7, 4}; ECAFC ADE = (EUFUD)C ={ - 2, 6}
DNE~FC=(DNE)~-F={1} y U={-5,-2,0,1,2,3,4,5,6,7,9

Figura 2.13. Representacion en diagrama de Venn, de las condiciones del ejercicio
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3. Entonces los componentes de los conjuntos son:
E={0,1,2,3,5},D={-5,1,4,5,7} y F={-5,3,5,9}
La cardinalidad de los conjuntos es: n(E) =5, n(D) =5y n(F) =4

4. En un curso compuesto por 60 estudiantes de diferentes colegios; 20 resuelven
ejercicios de razonamiento logico, 25 de razonamiento abstracto, 30 de razonamiento
verbal; cinco resuelven preguntas de razonamiento logico y abstracto; siete desarro-
llan preguntas de razonamiento logico y verbal; dos estudiantes resuelven preguntas
de los tres tipos y cinco estudiantes no realizan ninguna de las actividades.

a) (Cuantos estudiantes desarrollan preguntas solo de razonamiento logico?

b) ;{Cuantos estudiantes desarrollan preguntas solo de razonamiento logico
y abstracto?

¢) (Cuantos estudiantes desarrollan preguntas solo de razonamiento abstrac-
to y verbal?

Para resolver el problema, construyamos un diagrama de Venn (ver figura
2.14), en el que aparecen los tres conjuntos RL: razonamiento logico, RA: razo-
namiento abstracto y RV: razonamiento verbal, y sobre la base de las condiciones
del problema colocamos en cada una de las regiones los valores respectivos. En
aquellas cuyos valores no se pueden determinar directamente ubicamos letras, y
a partir de resolucion de sistemas de ecuaciones hallamos sus valores.

RL A RA

Figura 2.14. Representacion en diagrama de Venn, de las condiciones del ejercicio 4
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1)10+3+a+5+2+b+c+t5=60=>a+tb+c=60—-25=>a+b+c=35
2)3+2+a+b=25=>a+b=20
3)5+2+b+c=30=>b+c=23

De 2) y 3) se obtiene: 4) a +b+c +b =43
Reemplazando 1) en 4) se obtiene: 35+h =43 = h =8
De2)a+8=20=>a=12yde3)8+c=23=c=15
Contestando las preguntas:

a) 10 b) 3 0)8 d)12+15=27

5. Un grupo de 32 deportistas visitan un local que ofrece tres variedades
de jugos:

V1: platano y papaya, V2: zanahoria y remolacha y V3: guayaba y mora.

Seis deportistas toman jugos solo de la variedad uno y dos o dos y tres o uno
y tres, tres deportistas toman de uno y dos, cinco toman de la variedad dos y tres,
y un deportista de la variedad uno y tres.

Los que toman solo de la variedad tres, exceden en tres a los que toman solo
de la variedad dos, y son la mitad de los que toman solo la variedad uno.

Todos los deportistas consumen al menos de una variedad de jugo.

a) ;Cuantos deportistas consumen jugos de la primera variedad?

b) ;Cuantos deportistas consumen jugos de la segunda o tercera variedad?
¢) ¢(Cuantos deportistas consumen las tres variedades de jugos?

d) ;{Cuantos deportistas consumen jugos solo de una variedad?

Construyamos un diagrama de Venn (ver figura 2.15) en el que aparecen los
tres conjuntos que representan las variedades:

V1: platano y papaya, V2: zanahoria y remolacha y V3: guayaba y mora.
En cada una de las regiones ubicamos letras, y a partir de resolucion de sis-

temas de ecuaciones hallamos sus valores.
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Figura 2.15. Representacion en diagrama de Venn, de las condiciones del ejercicio 5

)a +btc+d+etf+g=32
Db+f+d=6

3)b+e=3

Ye+f=5

5)d te=1

g§=-4a
1
6) g=c+3=5a:

c+3=la=> c=—a-3
2 2

De la suma de las ecuaciones 3), 4) y 5) se obtiene 7) b + d + f+3e =9 , al
sustituir 2) en 7) nos queda 6+3 e =9 = e =1, al reemplazar el valor de e en las
ecuaciones 3),4)y 5)tenemos b =2, f=4yd=0.

De 1)a+2+%a—3+0+1+4+%a=32:~ 2a=28 = a=14
1 1
Y de g=5(14):7 025(14)_324

Contestemos las preguntas.
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a) 14+2+1+0=17 b) 4+ 2+1+ 4+0+7 =18
0) 1 d) 14+ 4+7 =25

6. En una encuesta realizada a 64 personas sobre la preferencia de sabores de
helados, se obtiene la siguiente informacion:

Todos los que prefieren helados de vainilla también gustan del de chocolate.
El nimero de hombres a quienes les gustan solo helados de chocolate es la mi-
tad de mujeres que les gusta la misma variedad. Hay tres mujeres a quienes les
gusta helados de chocolate y vainilla. En el grupo, hay 36 hombres. El nimero
de hombres que prefieren helado de chocolate y vainilla mas los que no prefieren
ninguna de las variedades es igual a 27. Hay cinco hombres que no prefieren
ninguna variedad de helados.

a) ;{Cuantas mujeres prefieren solo helados de chocolate?
b) (Cuantas personas no prefieren ninguna de las variedades?

c¢) ¢(Cuantas personas prefieren las dos variedades?

Solucion

Figura 2.16. Representacion en diagrama de Venn, de las condiciones del ejercicio 6

l)at+b+c+3+d+e=64=>a+b+c+d+e=061
1

2)b=—d

) 2

3)a+b+c=36
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4)3+d+e=28=>d+e=25
S)cta=27=>c=27—a
6)a=>5

Reemplazamos 5)en3)a+b+27—-a=36=>b=9
De2)d=2b=d=2(9)=18
De4)18+e=25=>e=7ydeS5)c=27-5=22
Contestemos las preguntas.

a) 18 bya+7="5+7+12 ¢)c+3=22+3=25
EJERCICIOS PROPUESTOS 2.1

1. Determine por extension o comprension los siguientes conjuntos.

a) A ={x€Z/-3<x<3} b) B={x€ER /x> -2 =0}
c) C={xER/x*+10x + 25 =0} d)E={x€ZL/x<-TVx>T}
¢) D ={xeN/x*+3x* +3x +1= 0} ) G={1,3,9,27,81, ..}

g)F={2,4,6,8,10,12 }

2. Dados los conjuntos 4 ={x€Z /-4 <x<4},B={-3,0,1,4,5,6,9,10}
C={-4,-3-2,0,4,8,10,11,12},D={-2,0,1,4,7,8,13 } y
U={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13,15, 17 }.
Hallar:

a) (AAB)uU(CAD) b)AnBNnCnD

c) A—-B—(C-D) d)(Au B)n(C UD)
¢) (A —BC)C U (CECND°) H(AuUB) "Cn D°
g)A“NB N Ccn D h) (Au BuU D)¢

) (A°CUB°)N (CAD)  j) {[DA(BU O)]UB UC)}C N(A—- B-C)°
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3. Dados los conjuntos A ={x€Z /2 <x <12}, B={-2,-1,0,2,4,8 }
C={-4,-3,-2,2,6,8,10} D={-2,0,1,4,7,8,12}
Uu={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13,14,15 }.
Hallar:

a) (A-B) U (CAD) b)ANB N C AD
¢) A-BN(C-D)° d) (AUB) A (C UD)
e) (A —BC )L (CE n DO) f) (AU B) n C-DC

4. Representar en diagramas de Venn las siguientes operaciones.
a) [A=(B v O)] v [B~(4w ()]

b) [ANB)UUANO)]N (A NBNO)©

¢) (AuB) n(C UD)

d) (A =B ) U (C° N D

e) (AUB) N C N D€

) A~B¢n C¢ n D

24 NlB N O uBNO)]

h) (A UB®)N(CAD)

i) {{DN(BU C)]u (BUC)}*N (A-B-C)°

5. Identifique las operaciones representadas en los diagramas de Venn de las
figuras 2.17, 2.18, 2.19 y 2.20 literales a), b) y ¢).

a) b) ©)

Figura 2.17. Representacion en diagrama de Venn, de operaciones entre conjuntos,
literales a), b) y ¢)

C C
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9

Figura 2.18. Representacion en diagrama de Venn, de operaciones entre conjuntos,

literales a), b) y ¢)

b)
A B A B
C D C D

Figura 2.19. Representacion en diagrama de Venn, de operaciones entre conjuntos,

literales a), b) y ¢)

N
s

b)
A B
C D

Ao
(&

Figura 2.20. Representacion en diagrama de Venn, de operaciones entre conjuntos,

literales a), b) y ¢)
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6. Simplificar las operaciones dadas entre conjuntos

a) [(A UB)C —AC] U (B—CC)

b) [(A—B) U(ANCY]u (BN C)

c) [(AAB) N (A-B)]° UB*

d) (CUA)] U (BN A} nC©

e) [(B€ —C—A) n (B-AnC)JuC

7.Sean ENF={c,b,4,5}, FNnD={b,g 5}, EN(D°"N F)={a,2},
(ECmFCmDC) ={la ha 87 97 10}9 U={a’ b7 Ca da ea f7 g’ h7 i:» 29 33 45 57 69 899’10}
(EUF)°N D={f,3} vy DNEN(ECUFCUD)={e} .a

Halle la cardinalidad y los elementos de E, F'y D.

8.Sean E ~(FUD)={1,-2}, ENF={2,3,5,7}, Fn D={578},
D (ECNFC)={9,10} (E°N F°n D¢)={0,-3,-4} DN En F*={4}
U={-4,-3,-2,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}. Halle los elementos de E, F'y D.

9.Sean X‘“NY ={8,9,10,16}, XNYNZ={4,5}, (Y-Z)"X ={10,16},
X NY={23,10,16}, XUY)N(YUZ)={1,15}, X\(YUZ)={2,3,4,56,7},
XuYywz={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,15, 16, 19} y
U={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19}

Halle la cardinalidad y los elementos de X, Yy Z.

10. Seaen AN B={a,f}, C n"nB°={ynd,t}, BAB ={y,¥6,m7},
(AUB)NC={¥ a0}, Cn A°={mp,u }. Halle la cardinalidad y los elemen-
tosde 4, B, Cy U.
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11. Sean (AnB)uUC ={ ab,c.,f,g.h,i,Lp}, (A UB)AC={ab,de,i,ln,o},
A" BUCO) “={jkm}, B°n(A-C)={do}, (BNC)-A={hj},
A NnC={ct,gp}. Halle la cardinalidad y los elementos de 4, B, C'y U.

12. SeanANC=g, (AnB) (BhC)={2,11,3,17},Un(CND)={17,23},
(AUBUC)ND={11,13,17,19,23}, (AUC)‘ND¢={5,37,41,43,47,53},
A—(BND)={1,2}, CAD={3,7,11,13,19,31}, (AND)={11,19},
DNANB‘NCC={31}, (BUC)AD={2,3,5,7,19,31,43}, B-D={2,3,5,43}.
Halle la cardinalidad y los elementos de 4, B, C, Dy U.

13. En un semestre de 55 estudiantes, 26 estudiantes aprobaron algebra, 22
aprobaron Matematicas [ y 28 aprobaron Fisica; 11 estudiantes aprobaron Fisica
y algebra, nueve Matematica [ y Fisica, ocho aprobaron Matematica [ y algebra,
cinco aprobaron las tres materias.

Determine:

a) Cuéntos aprobaron solo Matematica I.

b) Cuéntos aprobaron solo algebra o Fisica.

c¢) Cuantos no aprobaron ninguna de las tres materias.

d) Cuantos no aprobaron ni Matematica ni Fisica.

14. En un curso compuesto por 100 estudiantes de diferentes colegios; 55
resuelven ejercicios de razonamiento l6gico, 54 de razonamiento abstracto, 61 de
razonamiento verbal; 28 resuelven preguntas de razonamiento logico y abstracto;
30 desarrollan preguntas de razonamiento logico y verbal; 18 estudiantes resuel-
ven preguntas de los tres tipos. Todos contestan al menos una pregunta

a) ;Cuantos estudiantes desarrollan preguntas solo de razonamiento 16gico?

b) (Cuantos estudiantes desarrollan preguntas solo de razonamiento l6gico
y abstracto?

¢) (Cuantos estudiantes desarrollan preguntas de solo de razonamiento abs-
tracto y verbal?
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15. Un grupo de 53 deportistas visita un local que ofrece tres variedades de
jugos:

V1: platano y papaya, V2: zanahoria y remolacha y V3: guayaba y mora.
Quince deportistas toman jugos solo de la variedad uno y dos o dos y tres o uno
y tres, 18 deportistas toman de uno y dos, 15 toman de la variedad dos y tres, y
12 deportistas de la variedad uno y tres. Los que toman solo de la variedad dos,
exceden en cinco a los que toman solo de la variedad tres, y exceden en dos a los
que toman solo la variedad uno. Hay ocho que no toman jugos.

a) ;Cuantos deportistas consumen jugos de la primera variedad?
b) ¢(Cuantos deportistas consumen jugos de la segunda o tercera variedad?
¢) ¢(Cuantos deportistas consumen las tres variedades de jugos?

d) (Cuantos deportistas consumen jugos solo de una variedad?

16. En una encuesta realizada a 116 personas sobre la preferencia de sabores
de helados, se obtiene la siguiente informacion:

Todos los que prefieren helados de chocolate también gustan del de vainilla.
El numero de hombres a quienes les gustan solo helados de vainilla exceden en
seis a las mujeres a las que les gusta solo de la misma variedad; hay 16 mujeres
que les gusta helados de chocolate y vainilla. En el grupo, hay 44 hombres. El
numero de hombres que prefieren helado de chocolate y vainilla mas los que no
prefieren ninguna de las variedades es igual a 14.

a) ;{Cuantas mujeres prefieren solo helados de vainilla?
b) (Cuantas personas no prefieren ninguna de las variedades?

c¢) ¢(Cuantas personas prefieren las dos variedades?
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CAPITULO 3 TEORIA DE NUMEROS
3.1. Introduccién

El estudio de teoria de nimeros lo empezamos con uno de los primeros con-
juntos, el de los nimeros naturales, cuyo simbolo es ,y sus elementos son:

={2,3,4,5,...}, los tres puntos suspensivos indica que el conjunto tiene in-
finitos numeros

El conjunto de los nimeros enteros, cuyo simboloes ~ , y sus elementos son:
={..,3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,..}.

El conjunto de los nimeros racionales, cuyo simbolo es  , y se le define como:

a

Q={  Ja, bEL, b;to}

Los niimeros que no se pueden representar como un racional, se denominan
irracionales, su simbolo I,y algunos elementos son: I={ n,e,J?, J_3 ,J7_, }, don-
de 7 se lee “pi” y su valor truncado con ocho decimales es 3,14159265...Y e

el nimero de Euler, cuyo valor truncado con ocho decimales es 2,71828182...

El conjunto de los nimeros reales, cuyo simbolo es , esta formado por
todos los nimeros racionales e irracionales, es decir: =1L

faltaun ssimboloquenoapareceen el archivooriginal ¢
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Finalmente, el conjunto que contiene a todos los antes mencionados, el de
los complejos, cuyo simbolo es , y se lo define como:  ={x+yi /a,b €} ,a_
se le denomina parte real, y parte imaginaria y i:{ﬁ} .

3.2. NUMEROSREALES

En el conjunto de los nimeros reales definimos la adicion (+) y el producto
(.) como dos operaciones internas tales que, para cualesquier x e y elemento de
los reales se tiene que la suma x + y y el producto x.y es otro elemento de los
reales.

En el conjunto de los numeros reales, la operacion de adiciéon cumple los
siguientes axiomas:

Al. Cerradura ¥ x, yER : x + yER

A2. Conmutativa ¥ x, yJER: x +y=y +x

A3. Asociativa¥ x, y,zER : (x +y) +z=x +(y + 2)

Ad4. Existencia del elemento neutro 3 0ER ¥ xER / x+0 =0+ x =x

AS. Existencia del inverso aditivo ¥ x, ER 3 —x ER/x+(-x)=(-x)+x=0
Y el producto (.) cumple con los axiomas de:

A6. Cerradurav x,yER:x.y €R
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A7. Conmutativa¥ x, yER=x. y=y.x
A8. Asociativav x, y, z€ R : (x.y).z=x.().2)
A9. Existencia del elementoneutrodI1 E R¥x e R /x.1=1x=x

A10. Existencia del inverso multiplicativo¥ x ER,x # 03 x '€ R/ xx™' =
x—'x=1

Por ultimo, tenemos un axioma que relaciona la adicion y el producto, cono-
cido como ley distributiva:

All. ¥ x, y,z € R x.(y + z) =x.y+ x.z distributiva a la izquerda
v Xx, ¥ zE€R: (x +y)z=xz+yzdistributiva a la derecha

Nota: la operacion de diferencia entre x e y se define comox —y =x + (—)),
donde —y es el simétrico aditivo de y. Y la operacion division entre x e y se define
como ;%:xy" donde y! es el inverso multiplicativo de y.

A la pareja ( R,+) se le llama estructura algebraica, y si (+) cumple con los
cinco primeros axiomas, se dice que la estructura algebraica es un grupo abelia-
no. Si no cumple con la propiedad conmutativa, se llama grupo.

A (R,.) se le llama grupo abeliano si cumplen con los axiomas de A6 a A10.
Si no cumple con A7, se llama grupo.

El conjunto de los reales junto con la adicion y producto, denotado por
(R,+,.), tiene una estructura de cuerpo si cumple con los 11 axiomas.

A partir de los axiomas antes mencionados, se puede demostrar algunas pro-
piedades de la igualdad, enunciadas en el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Sean x, y , z y w numeros reales cualesquiera, tales que:
1.Six+z=y +z,entonces x =y ley cancelativa

2.Sixz=yz,z+# 0, entonces x =y ley cancelativa
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3.Six.y=0,entoncesx=00y=0

4.x.0=0
5.-(x)=x
6.2-Z = xw=yz, y#0, w#0

y w

Demostraciones:
1. Para la demostracion utilizaremos el método directo.

Partimos de: x+z=y +z

x+tzH(z)=y+z+(—2) suma de (—z) a ambos miembros
x +Hz H—2)] =y Hz +(—=2)] por A3

x+0=y+0 por AS

xX=y por A4

2. Al igual que en 1, utilizaremos el método directo.

Partimos de: x.z=y.z

x.zz—1=yzz—1 multiplicamos por z—1 a ambos miembros
x.(zz-1)=y.(z.z—1) por A8

x1=y.1 por A10

xX=y por A9

3. (—x)=x

Sabemos por AS que: —(—x) +(—x) = 0 y x +(—x) = 0, igualandolos tenemos
que: —(—x) +(—x) = x +(—x) , y por ley cancelativa concluimos que: —(—x) = x .

La demostracion de los demas literales queda como ejercicio para el lector.
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3.3. Expresiones algebraicas

A una letra que puede tomar cualquier nlimero dentro de un conjunto de definicion
se le llama variable. Las variables q, b, x, y, z, etc. Asociadas con nimeros reales,
y combinadas con las operaciones de suma, resta, multiplicacion, division, poten-
ciacion y radicacion, se llama expresion algebraica. Por ejemplo:

2x*, 597 3,222 =3z +5, 4w’ —3w? + 2w—2

Una expresion algebraica en la que aparecen nimeros y variables asociadas
unicamente con las operaciones de producto y potenciacion se llama monomio.
Por ejemplo, 2x*7x*y?, 3 92 A 2.4 vy %se le llama coeficientes numéricos y, a
las variables asociadas, parte literal. El grado de un monomio se determina con
la suma de los exponentes de la parte literal, por ejemplo £ w2 es de grado 7.

A la suma de dos monomios, se le llama binomio y un trinomio es una suma
de tres monomios. En general, una suma de monomios se llama polinomio. El
grado de un polinomio esta dado por el grado del monomio de mayor grado.

Un polinomio en la variable x, denotado por p(x), es una expresion de la
forma:

— -1 -2
p(x)=a x"+ta x"'ta x"+.+ax+a,

donde a, a, a, ,..., a_ son nimeros reales, y n un entero no negativo. Sia_ #0,
el polinomio es de grado 7 . A los monomios del polinomio se le llaman términos.

3.3.1. Suma de polinomios

La suma de polinomios es otro polinomio que tiene como resultante las su-
mas de los términos semejantes (monomios del mismo grado y parte literal).
La dieferencia de polinomios es una particular suma, es decir p(x) —q(x) = p(x)

+t[—a()}]
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Ejemplos.
l. y3 2y2 3y . s 4 5 5
P(Y)=?—T+T—3 y qy)=2y"+4y +§y —gy—l,la suma p(y)+4q(y)

3 2

y 2y" 3y s ;04,5
(-2 2 3 (29t 4yt S 2y
p(Y)+ q(y) (2 P )+<y TS )

3 2 2 4
=2y4+y?+4y3—L+—y2+3—y—§y—3—1

3 5 4 6

3
:2y4+9l+£ 2_1_4

2. Si p(x) =x° —3x* +5x* =9 y g(x) = —8x> +9x* —7x* —2x* + x —15 , la diferencia
de p(x) —q(x) es: p(x) —q(x) = (x* —3x* +5x2 =9) —(—8x° +9x* —7x* —2x* + x —15)

= x> —3x* +5x? —9+8x% —Ox* +7x3 + 2x2 — x +15

= Ox> —12x* +7x° +7x* — x +6
3.3.2. Producto de polinomios

El producto de polinomios es otro polinomio. Para calcular el producto de

polinomios, se utiliza entre otras propiedades de los numeros reales, la propiedad
distributiva.

Ejemplos

1. (2x? +3) (—5x +3) = (2x* +3) (—5x) + (2x* +3)(3)
= (2% )(=5x) +(3)(=5x) + (2x)(3) +(3)(3)
= —]10x’—15x +6x° +9
= —10x3 +6x° —15x +9
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2. (@ +bx +c)(ax® —bx —¢) = (ax +bx +c)(ax’ ) + (ax +bx +c)(—bx)+(ax +bx +c)(—c)
=a’x’ + abx’ + acx’ —abx’ —b2x’ —bcx —acx? —bex—c?

= a’x* —b’x? —2bcx —¢?

3.3.3. Divisi6én de polinomios

Al dividir el polinomio p(x) (dividendo) para g(x) (divisor), buscamos un
polinomio c(x) (cociente) y un resto 7(x) , tal que p(x) = g(x)c(x) + r(x).

Sir(x)=0,ladivision es exacta, y se dice que p(x) es divisible para g(x). Para
dividir, los polinomios se ordenan, respecto a las potencias, en forma descendente
de la incognita, tanto el dividendo como el divisor.

Ejemplo

Dividir p(x) = x° + 2x* —3x’+ 4x? —5x —13 entre g(x) = x +1

+x°+2x* =3x°+ 4x* - 5x-13 x+1
-x -x x'+x’ —4x* +8x-13
0 +x* -3x
-x' -x
0 —4x° +4x°
+4 + 4y’
0 +8¢ -5
-8x* —8x v
0 -13x-13
H13x+13
0+0

Sir(x) # 0, la division es inexacta, y se dice que p(x) no es divisible para g(x).

Ejemplo

Dividir p(x) =x7 + 2x5 —=3x° + 4x? —5x% —6x? —7x —48 entre g(x) =x° — 2x* + x — 2
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+x"+2x = 3x°+ 4x* - 5x° —6x* - Tx—48 X =2x+x-2
x| +2x0 = X0 + 2! X'+ 4x*+4x* +10x+19

0 + 4x°—4x’+ 6x* —5x°
4x* + 8x° —4x" +8x°
0 +4x +2x"+3x" - 6x7
—4x° + 8x"—4x’+8x’
0 +10x* —x° + 2x> —7x
—-10x* +20x° —10x* +20x
0 +19x° — 8x*+13x—48
19x°+ 38x> —19x +38
0 +30x> - 6x +10

Teorema 3.2. Teorema del Residuo. El residuo de la division de un polino-
mio p(x) por un binomio x —a, es igual al valor del polinomio p(x) evaluado en x
=a , es decir, r(x) = p(a).

El teorema del residuo nos ayuda enormente en el caso que se desee hallar el
resto de dividir el polinomio p(x) entre x —a.

Ejemplos

1. Hallar el resto de dividir p(x) = x* + 2x? =3x’+ 4x? —5x —13 entre g(x) = x +1.
Procedemos de la siguiente manera:

El polinomio g(x) = x +1, igualamos a cero, es decir x +1= 0, entonces x = —1.
El valor de x = —1 sustituimos en p(x) para hallar r(x) , es decir:
rx)=p(—=1)= (1Y +2(-1)* =3(-1)y’+ 4(-1)* =5(-1) —13

r(x) =p(—1) =—1+2+3+ 4+5-13

Hx)=p(=1)=0

Por lo tanto, el resto de la division es cero.

2. Hallar el resto de dividir p(x) = x® —2x° +3x? —3x7 + 2x? + x —1 entre g(x) =x —3.

El polinomio g(x) =x —3 , igualamos a cero, es decir x =3 = 0, entonces x = 3.

76



Jorge Tuapanta, Mg

El valor de x = 3 sustituimos en p(x) para hallar r(x) , es decir:
r(x)=p3)=(3)"—2(3)° +3(3)* -3(3)’ + 2(3)* +(3)—1

r(x) = p(3) = 729-486+ 243—81+18+3—1

r(x)=p3) =370

Por lo tanto, el resto de la division es 370.

3. Hallar el resto de dividir p(x) = 2x +3x° —4x* +5x7 +6x? +7x —8 entre
q(x)=2x—1.

1
El polinomio g(x) = 2x —1, igualamos a cero, es decir 2x —1= 0, entonces x = 5

1
El valor de x = 5 sustituimos en p(x) para hallar 7(x) , es decir:
1 N a1V (1N (1YL (1Y L (1
=r(3)=2(3) +3(3) ~4(3) +5(3) +o(3) +7(3) ¢

1IN 1 3 4 56 7

r(x)=p|\<) =zt —+-+—+--8
()p() 32 32 16 8 4 2

2
o)

Por lo tanto, el resto de la division es —%

DIVISION SINTETICA

Es un procedimiento practico para encontrar el cociente y el residuo de la
division entre un polinomio p(x) y un binomio de la forma x —a , también se le
conoce como la regla de Ruffini.

Ejemplos

Hallar el cociente y el resto de la division entre los polinomios indicados:

1. p(x) = 3x® + 4x’ +5x* + 20x° +3x2 +15x +3 entre g(x) =x + 2
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Antes de empezar con el procedimiento es necesario que el polinomio p(x)
esté totalmente ordenado; luego procedemos a sacar los coeficientes numéri-
cos, y en el caso de que no exista un término intermedio que complete la se-
cuencia de ordenacion del polinomio, se debe colocar en su lugar el cero. De
q(x), hallamos el valor que hace cero el polinomio.

Para nuestro ejemplo, procedemos de la siguiente manera:

3 +4 +5 +20 +3 +15 +3 -2
l -6 +4 -18 4 +2 -34
3 -2 +9 +2 -1 +17 -—3l1

Entonces, ¢l cociente de la division es c(x) = 3x° —2x* +9x° + 2x? —x +17 ,y
el resto es r(x) = —31.

2. p(x) = x® + 4x’ —22x? —23x% —3x? +7 entre g(x) = x —3

Sacamos los coeficientes numéricos del polinomio ordenado y operamos
para el valor de x que hace g(x) igual a cero.

1 +4 -22 -23 -3 +0 +7 |3
l +3 +21 -3 -78 =243 -729
I +7 -1 —26 —81 —243 —-722

Entonces, el cociente de la division es ¢(x) = x° +7x* — x7 —26x? —81x —243,
y el resto es r(x) = —722.

3.3.4. Binomio de Newton

Sean x e y nimeros reales cualesquiera y n un entero positivo, entonces:
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n(n -1)x" 2y2 n(n -D(n=2)... (n=r+)x""y"
2! N r!

n(n=1(n=2)..(n-r+Hx""y" representa el término r +1-ésimo del desarrollo.
r!

(x+y) =x"+m""y+ +...+y" donde

n— r r '
Nota: la expresion n(n=1)n =2)..[n=(r =Dl = X"y

r! r!(n—r)!

Algunos casos particulares se detallan a continuacion:

(x+y)Y=x>+2xy+)? cuadrado de la suma

(x—y)Y=x’—2xy+)? cuadrado de la diferencia

(x+y)=x+3x y+( ;( )xy +3’ = x"+3x’y +3xp” +° cubo de la suma
3 )( )

(x+y)=x+3y+——"x"+ )’ = x’ + 3x’y +3xp” +»’ cubo de la diferencia

() =4yt (4;(3) ey OO

3 Y=xt-dxly +6x7y— 4wyt +

Si solo queremos el tercer término de (x — y)*, lo hallamos a partir de:

mn—Dn=2)..[n =Dy’ con r = 2. Es decir:

r!
(D =2)..In (DY 4D
r! 2!

Si queremos el sexto término de (3x? y —2z° )7, lo hallamos con =5, es

decir:

|
_ ey = T 3 (225 =21) 0 ) (=3227) = —6048x 72
ri(n—r)! 5121
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EJERCICIOS RESUELTOS

Utilice el binomio de Newton para desarrollar los siguientes productos:

1. [(2ab)’ (4 )’]> = [(2ab)’|* —2(2ab)* (4 y)* + [(4 y)* |
= (2ab)° —2(2ab)’(4y)’ +(4y)*
= 64ah® —2(8a°b%)(16y? ) + 256y*

= 64a%b5—256a°b3y>+ 256y*

2. (2x =3y + 4z)? =[(2x —3y) + 4z]?
= (2x —3y)? + 2(2x —3y)(4z) +(4z)?
= (2x)* —2(2x)(3y) +(3y)? + 2(2x)(4z) +2(-3y)(4z) +(4z)
— 4x2 —12xy +9y2 +16xz —24yz +1622

= 4x? +9y* +162>—12xy +16xz —24yz

3. (Y 2mn + 5p°0)% = (¥ 2mn)3 43 (¥ 2mn)? (5p*q?)+ 3 (¥ 2mn) (5p°qR)?
(5p392)°
=2mn +15p3cf ¥ 4mPn? 4+75psq* Y 2mn +125p°qf

4. (WV2a—3w)*= (¥ 2a)*-4 (V2a)* (3w) + 6 (v 2a)* (3w)> — 4 (¥ 2a) (3w)?
—(3w)* = 4a2 —24aw+ 2a +108aw? —108w3+ 2a —81w*
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3.3.5. Factorizacién

La factorizacion consiste en descomponer un polinomio como un producto
de factores primos.

FACTOR COMUN

La factorizacion es sencilla, cuando los términos tienen un factor en comun.
Ejemplos.

1. 6m°n —12m* p +15m*r* —18m? = 3m* 2m*n —4m? p +5mr* —6)

2. 30a°b’c —15a°b°c* —25a*b°c* —95a*b*c* = Sa*b*c(6a’® —3ab’c —5b*c* —19¢)

4 5 14 4 5 2 3.2 8 2 ( 5 7 4 4 3 4 )
—xXyz——XxyV+—x v ——yz=—y|2xz——x VY +xy——z
3G Y Y e R TYY YRS

FACTOR COMUN POR AGRUPACION

Si el polinomio contiene cuatro o mas términos, donde hay parejas o ternas
con factores en comun, se procede a agrupar los términos de la forma mas apro-

piada, y luego se factorizar las veces que sean necesarias. Esta técnica, se llama
factorizacion por agrupacion.

Ejemplos

1. x?y? + 2x% y* —3yp*> —6p*> = (x* ) + 2x* »* )—(3yp* + 6p*)
=x*y (y+2)-3p*(y+2)
=(y+2)(x*y*—3p*)
2. 2bx +4by —6bz — ax — ay + az = (2bx + 4by —6bz)—(ax + 2ay —3az)
=2b(x + 2y —3z)—a(x + 2y —3z)
=(x+2y-32)2b—a)
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3. 4x°Z* + 4xyz} 2x°uPw—2xyutw3yuPw—6y7z3 =
= (4x°Z° + dxyz® —6)°2° )—(2x*uPw+ 2xyuPw—3y*u’w)
=223 (2x* + 2xy =3y ) uPw(2x* + 2xy —3)*)
= (2x* + 2xy —3y*)(2Z2° —uPw) .

SUMA Y DIFERENCIA DE POTENCIAS

Para descomponer una suma o diferencia de potencias con exponente par o
impar se debe seguir las siguientes reglas:

X"+ yt=(x+ ) —x"?y —x"3y? —..— y"!), para n un entero positivo
impar

"=y =(x— )"+ x" 2y +x"3y? +..+y" "), para n un entero positivo par
o impar

Ejemplos

L +y =@+y)(*—xy+)*)

2074y =(x+ )X —xy +x'y =X+ a2y - +)°)
3. =y =@—pE+xy+y?)
4.x'—yt=@x -y +xy+xp*+)7)

FACTORIZACION DE DIVERSOS TRINOMIOS
TRINOMIO DE LA FORMA SIMPLE

Dado el trinomio de la forma x* +bx + ¢, b,ceR , queremos factorarlo como
un producto de factores lineales (x + p)(x + ¢) = x> +( p + ¢)x +( pg) donde los
nameros reales py g sontalesquep+qg=>bypg=-c.

Nota: para la factorizacion de x*> +bx +c, b,ceR , se busca dos nimeros reales
tales que su producto sea ¢ y su suma b .
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Ejemplos.

1. x> =5x =176 = (x —16)(x +11)

U
9 3 3

3.u8w6+1_7u4w3 7 =(u4w3+z) (u4w3 _é)
30 6 5 6

4.4 27052 +1802* = (u° —122° )’ —152)

Observacion: los ejemplos de 2 a 5 no son polinomios de segundo grado, sin
embargo, se adapto la teoria antes vista para factorarlo. Si quisiésemos ser mas
rigurosos primeramente se debia haber hecho un cambio de variable para conver-
tirlo en polinomio de segundo grado, factorarlo y luego hacer las sustituciones
correspondientes.

TRINOMIO DE LA FORMA COMPUESTA

Dado el trinomio de la forma ax* +bx +c, a # 0, b,c € R, queremos factorarlo
como un producto de factores lineales (mx + p)(nx + q) = mnx* +(np +mq)x +(pq)
donde los niimeros reales m, n, py q, son tales que mn=a ,np +tmg=bypg=c.

Para factorar un trinomio de la forma compuesta, a través de los ejemplos, se
presentan dos procedimientos; el lector decidira cual es el mas facil de comprender.

Ejemplos

1. 4x* —4x*> -3
Primer procedimiento

Multiplicamos y dividimos por el coeficiente de la mayor potencia, y el po-
linomio resultante lo reescribimos de la manera apropiada para trabajar como si
fuese un polinomio de la forma simple:
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16x* -16x*-12
4

4x* -4x* -3=

_ (4x°)* - 4(4x*) -12
a 4

_(4xX7 - 6)(4x° +2)
B 4

Segundo procedimiento

Descomponemos el coeficiente numérico de la mayor potencia y de la mis-
ma forma lo hacemos con el numero que representa la cantidad constante. Los
numeros de la descomposicion, seguidos de la raiz cuadrada de la mayor po-
tencia, deben ser colocados de tal menera que, al multiplicar los valores de las
diagonales principal y secundaria, sus productos, al ser sumados, nos den el
término medio del trinomio.

Si es asi, los factores del trinomio se forman con los valores de las filas
Veamos el ejemplo:

Antes de realizar cualquier procedimiento, el polinomio debe estar ordenado.

4x* —4x%> -3
2x? 3=-6x2
2x% /7 N +1=+2x2

-4x2
4x* —4x? =3 = (2x2 —=3)(2x* +1)

2. 9x* +3x? y* —42y°

Primer procedimiento

4+ 2 3_ 6
9x4+3x2y3_42y6=3(3x4+x2y3—l4y6):3(9x 3x7y 42y)

3
(32 +(3° ) 42(7)
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=(3x? +7y*)(3x* —6y°)
Ox* +3x%° —42y°=3(3x* +7y°)(x* —2)°)

Segundo procedimiento
Ox* +3x% y* —42y° = 3(3x* + x?)* —14y°) , trabajamos con 3x*+ x? y* —14y°
3xt+x2yP —14)°

3x? +7y =+7 x%?
x>/ N2y3=-6x% )
+x2y3

Ox*+3x% y* —42y% = 3(3x* +7)%)(x* —2)°)

TRINOMIO CUADRADO PERFECTO

Un trinomio de la forma a’x* + 2abx +b*, a # 0, b €R , que se descompone
en (ax +b)? , se llama trinomio cuadrado perfecto. Es decir, a’x? + 2abx +b* = (ax
+b)?* .

Para reconocer que un trinomio es cuadrado perfecto, del trinomio ordenado,
del primer y tercer términos se sacan sus raices cuadradas y el doble producto de
estas raices debe ser igual al segundo término.

Ejemplos

1. 4x> —28x + 49

Las raices cuadradas del primer y tercer términos son 2xy 7 , y el doble pro-
ducto de esas raices es 2(2x)(7) = 28x , esto significa que el trinomio es cuadrado
perfecto. Por lo tanto: 4x* —28x + 49 = (2x —7)%

2. 144x* y* —312x%72* +169z°

Las raices cuadradas del primero y segundo términos son 12x%?y 132° , y el
doble producto de esas raices es 2(12x%? )(132°) = 312x%°2* , esto significa que el
trinomio es cuadrado perfecto. Por lo tanto, 144x* y* —312x%%2° +169z° = (12x%2
—13z%)%
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2

3. B ot — 6wtz S o <§v3w3 - 223)
9 25 3 5
2
ﬁaS _§a4b5+gb10= (za4_ib5)
- 5 25 2 5

CUADRADO PERFECTO INCOMPLETO

Un trinomio que puede ser convertido en cuadrado perfecto mediante la adi-
cion de un término conveniente, se lo llama imcompleto.

Ejemplos

1. 4x* y* +8x% y’z> +92*

4x* Y +8x2 1222 4924 = (dx* y* +12x2 )22 +924 ) —4x? y22?
= (2x? )2 +32% > —4x? y*2?

= [(2x2 V4322 + 2xyz] [(2x2 V2 +32%) —nyz]

= (2x* y* + 2xyz +32°)(2x* y* — 2xyz +32%)

2. 121a4b* +8a’b*z* + 4z

121a*b* +8a*b’z* + 4z* = (121a*b* + 44a’b*z* + 4z ) —364*b’Z*
= (11a*b* + 222 )* —36a°b*z*

= [(11a20* + 222 ) + 6abz|[(11a?b* + 22* ) —6abz|

= (11a*b* +6abz? + 2z2* )(11a*b* — 6abz* + 22*)

3. 25b%* —24b*c*m® p* + 4m"? pb

25b%* =24b°c*m® p* + 4m'? p® = (25b*c* —20b*c*m® p* + 4m'? p*) —4b*c*mS p*
= (5b%c* —2m® p* 2 —4b*c*m® p*

= [(51)202 —2m® p*) —2bcm’® p? ][ (56%*c* 2mS p* )Y+2bcm® p? ]

= (5b*c* —2m® p* —2bcm?® p* )(5b*c* —2m® p* + 2bem?® p*)

86



Jorge Tuapanta, Mg
FACTORIZACION DE POLINOMIOS CON FACTORES x+a

Si un polinomio con coeficientes constantes de la forma: a x"+ a_x™
'+...+a x+a,, es divisible por un binomio de la forma x + a , a debe ser un divisor
de a, y se debe buscar entre los divisores positivos y negativos de a,.

A través de método de division sintética, hallamos los posibles divisores x + a.
Ejemplos

1.x*+7x* +12x + 4
Los divisores de 4, son: £1, + 2y +4

Utilizando el método de division sintética, probamos para =1, +2 y = 4 y de-
terminamos cudl cumple la condicién o no.

Una vez hechas las pruebas, se determina que, con el -2, cumple la condicion,
asi:
1 +7 +12 +4 -2
I -2 10 -4
1 +5 +2 0

Por lo tanto: x*+7x*+12x + 4 = (x + 2)(x* +5x + 2)

2. x* =8x3 +20x> —19x +12
Los divisores de 12, son: £1, £2, £3, +6 y £12.

Utilizando el método de division sintética probamos para =1, + 2, +3, +6 y
+12 y determinamos cual cumple la condicion o no.

Una vez hechas las pruebas, se determina que con el 3 y 4, se cumple la con-
dicion, asi:
1 -8 +20 -19 +12 3
I 3 -15 415 -12 (x=3)
1 -5 +5 -4 0
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1 -5 +5 -4 4
| +4 -4 +4 (x—4)
1 1 1 0

Por lo tanto: x* —8x* +20x* —19x +12 = (x —3)(x —4)(x2 — x +1)

3. 10x* — x* +13x* —39x —18
Los divisores de 10 son: £1, £ 2, £5 y £10
Los divisores de 18 son: £1, + 2,43, +6, +9 y +18

Los divisores de 18 dividimos para los de 10 y obtemos:

+1, 42, 43, 46, 49, +18, +1. +>, 42, +L 42 43 46 49 418
2 2 5 5 5 5

En el caso de que no se quisiera hacer todas divisiones para determinar en cual se
cumple la condicion, se puede sustituir el divisor que se quiere a probar en el polinomio,
y si el resultado es cero, ese es un valor que hay que trabajar con la division sintética.

Si realizamos el procedimiento sugerido en nuestro ejemplo, se determina

que debemos trabajar con el % y- %

5
2
Utilice el método de la division sintética con > Y35y comprueba que 10x*

—x* +13x* —39x —18 = (2x —3)(5x + 2)(x* + x +3) .

EJERCICIOS PROPUESTOS 3.1

. 2 4 5
LSipo)="-"3y q(y)=2y4+§y2- o7 -1 halle 2p(y) =4() .
2. Sip(x) = x> +5x =9 y g(x) = —8x° —7x* —2x* + x —15, halle 5p(x) —2¢(x) .
3. p(x) = x> + 2x* —3x*+ 4x> —5x —13 entre ¢(x) = x —1 y compruebe.

4. p(x) = x7+ 2x° —3x° + 4x* —6x? —7x —48 entre g(x) = x* + x —2 y compruebe.
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5. Hallar el resto de dividir p(x) = x° + 2x* —5x —13 entre g(x) = x —2.
6. Hallar el resto de dividir p(x) = 4x® —3x* —3x> + 2x> + x —1 entre g(x) =x —3 .

7. Si p(x) = 4x> +5x* + 20x° +3x? +15x —5 divide para g(x) = x —4, halle el resto
y su cociente.

8. Si p(x) = x> —22x* —23x* —3x* +7 divide para g(x) = x =5 , halle el resto y
su cociente.

9. Utilice el binomio de Newton para hallar:

a) (2x —3y)*

b) Bx —2y+2z)

c) (¥ =3y* +22%)*

10. Factorar las siguientes expresiones

a) 10p> +25p* +15p —20p*

b) 400a*c*—1006*m?

Q) (@B ~eb ) pat = piet)

d)x* =y +4x? + 4 — 4yz — 422

e) 9p* —33p*q* +164*

f) 40a* + 6ab —70b

g) 36x? —36xb +9b*

h) 17z° —68z* +682°

1) 12m’n? +9m*n +6m’*n’

) @2 (=8p°) ¢ (m=8p")

k) p* 27 +8m’) —q* (27 +8m?)

1) 36p* —4—84pqr + 49¢°r*

m) 36x*—9y? —60xy? — 25"

n) 4p* —12p +9-25)?

o) m(x* y* —16a* y* )—n(x*y* —16a> y*)
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p)p (x*y* —16)+ q (x* y* —16)
q) a (x*y* —625)—b(x* y* —625)

3.4. Operaciones con expresiones algebraicas

Para la suma o diferencia de expresiones algebraicas, un primer paso es en-
contrar el minimo comun multiplo (MCM) que se halla al factorizar los denomi-
nadores y tomar el producto de los distintos factores, usando la potencia superior
que aparezca en cualquiera de ellos.

Ejemplos

|2 R 2 (x+2)+x (x+1)  x*+3x+4
x+1 x+2 (x+1) (x+2) (x +1)(x +2)

2. 4m 3 ) 4m 3

= - +
m -1 m+l (m-D(m+1) m+1

_ 4m=3(m =1) +2(m - )(m +1)

(m-1)(m+1)
B 2m*+ m+1
(m-1)(m+1)
3 X 2x-3 X 2x-3

X-4x+3 xX-x-6 (x-1)(x-3) (x+2)(x-3)

_x(x+2)+22x-3)(x -1
(x-D(x+2)(x-3)

_ 5x% -8x+6
(x-D(x+2)(x-3)

Para el producto de expresiones algebraicas, el requerimiento es factorizar
todos los polinomios para luego proceder a simplificar. Para el caso de la divi-
sion, esta se la convierte en producto y se procede como antes.
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Ejemplos.
1 x'-2x-35 x+6  x-6 _(x-N(x+5)  x+6 x-6
X'=36 xX'-49x -x-30 (x-6)(x+6) (x-7)(x+7) (x-6)(x+5)
I S
(x+7)(x-6)

) (2x3+x2—13x+6);( 2x-1 )_(2x3+x2—13x+6)(x2—2x+4)
X -2+4x-8 ) \x*-2x+4) \x'-2x*+4x-8 2x-1

_ Qx-D(x-2)(x+3) x* -2x +4
(x*+ 4)(x-2) 2x-1

_ (x+3)(x" - 2x +4)
(x> +4)

3. 2x2—7x—15;2xz+3x_2x2—7x—15x3+7x2
CHTx X +TR xX+7x  2x*+3x

_(x-5)Qx+3) ¥ (x +7)
x(x+7)  x(2x+3)

=x-5
3.5. Racionalizacién

La racionalizacién es un proceso que consiste en eliminar radicales ya sea
de los denominadores o numeradores, para lo cual se multiplica tanto numerador
o denominador por la conjugada de la expresion radical que se quiere eliminar.

Ejemplos

X
1. Racionalizar el denominador de 3-+x-2 .

x3 x 2 x3 »\/x2 x3 \/x2

32 3-r2) (3442 o-(yx-2) -
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5-43x+1

x-8

5_V6;II:(5—v5§1TK5+v5¥1T) 24-3 -3

x-8 (x 8)(5+Bx+1) (x-8w5+V6§IT)_5+V6§1T

2. Racionalizar el numerador de

1++/x-3
3-x+1 .

14473 (1+ x—3)(3+«/ﬁ) (1+m)(3+«/ﬁ) (1+J§)(3+«/ﬁ)

3. Racionalizar el denominador de

3=t (3= ) (34 9_(4;11f 8-x

x-1
2-32x+3
(x-1)|4+232x+3+3(2x+3)°
2723 (- 30a 3 )| 44242003 +3)(2x +3)

4. Racionalizar el denominador de

x-1

4+232x+3+3(2x +3)’
2 (Y2x+3)

4+2ﬁ2x+3+¢K2x+3Y]

5-2x

(x-1)

(x-1)

x-1
Yx-1

En el “calculo de limites” se requiere racionalizar expresiones como la an-

5. Racionalizar el denominador y numerador de

terior, para lo cual es recomendable un cambio de variable, u'? = x. El 12 es el
minimo comun multiplo entre 4 y 3 (indices de las raices). Asi se obtiene una ex-
presion mas facil de trabajar una vez que se haya cambiado la tendenciade x a u .
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D=1 u'=1_ @-D+DE + D) @ +he’+ 1)
o1

1
14 -1  w-D@+u+l)  @P+utl)

3.6. Induccién matemadtica

El método de induccion matematica sirve para realizar algunas demostra-
ciones que impican determinar la veracidad de una generalizacion. Por ejemplo,
con la induccion matematica se puede demostrar que la suma de los n primeros
impares es n* .

Teorema 3.3. Sea P(n) un enunciado que es valido para todo natural n .

Supongamos que satisfacen las siguientes condiciones:

a) P(1) es verdadero.

b) Para todo natural &, si P(k) es verdadero, entonces P(k +1) es verdadero.
Entonces, P(n) es veradero para todos los numeros naturales 7.

Al aplicar el principio de induccion matematica, se debe probar que:

1. P(1) es verdadero.
2. Suponer que P(k) es verdadero —  Hipétesis inductiva

3. Demostrar que P(k +1) es verdadero —  Tesis
Ejemplos
1. Demuestre que: I’ +2°+3*+ .. +n’ = %(n +1)(2n+1), vn EN

Solucion:
Sea P(n): P+2°+ 3+ +n’= %(n+1)(2n+l)
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Probemos que es verdad para P(1): 1 = %(1 +1)[2(1) +1] =1, se cumple.
Supongamos que P(k) es verdadero, es decir:
1?+22+32+.“+k2=>§(k+1)(2k+1) — Hipoétesis inductiva
Por demostrar que P(k +1) es verdadero, es decir:
12+22+32+".+k2+(k+1f::9229(k+2ﬂzk+3) — Tesis

Consideremos el lado izquierdo y usemos la hipdtesis de induccion para ob-
tener el lado derecho de la ecuacion:

P4+22 434 4+ (k1) = P+ 22+ 3+ +k) +(k+1)

:%(k+l)(2k+1)+(k+1)2

lk@k+D '
=(k+1) T+k+1

= (k+1)

(2k?+7k+6

_(k+))

(k+2)(2k+3)

Por lo tanto, P(n) es valido para todo natural ».

2. Demuestre que: 2+ 4+6+...4+ 2n = n(n +1), ¥neN
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Solucion:

Sea P(n) : 2+ 4+6+...+ 2n =n(n +1).

Probemos que es verdad para P(1) : 2 =1(1+1) = 2, se cumple.
Supongamos que P(k) es verdadero, es decir:

2+ 4+ 6+...+ 2k =k (k +1) — Hipotesis inductiva

Por demostrar que P(k +1) es verdadero, es decir:

2+ 4+ 6+ 2k + 2(k +1) = (k +1)(k + 2) — Tesis

Consideremos el lado izquierdo y usemos la hipdtesis de induccion para ob-
tener el lado derecho de la ecuacion:

2+ 446+ 4 2k + 2(k+1) = (2+ 4+6+..+ 2k )+ 2(k +1)
— ke (k+1) + 2(k +1)
= (k+1)(k +2)

Por lo tanto, P(n) es valido para todo natural n .

3. Demostrar que 9 es un factor de 10n+1 +3.10% +5 para todo entero positivo 7 .

Solucion:

Lo que se quiere demostrar es que: IpeZ* /10" +3.10" +5 =9p
Sea P(n) : 10™1+3.10" +5
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Probemos que es verdad para P(1), es decir: IpeZ* /10> +3.10" +5 =9p ,
entonces 135 =9p = p =15, se cumple.

Supongamos que P(k) es verdadero, es decir:
ApeZ* + /1081 +3.10+5=9p — Hipotesis inductiva
Por demostrar que P(k +1) es verdadero, es decir:

IAmeZr + /10542 +3.10%! +5 = 9m — Tesis

Consideremos el lado izquierdo y usemos la hipdtesis de induccion para ob-
tener el lado derecho de la ecuacion:

10%*2 +3, 1051 +5 =10.10%*1 +10(3.10% )+5
=10(10%*1 +3.10% )+5 , como 10%*1+3.10k=9p —5
=10(9p —5) +5
=90p —50+5
=90p —45
=9m conm = (10p —5)€Z

EJERCICIOS PROPUESTOS 3.2

1. Halle la suma L+ x+3

L1
x 1 3x 2 x

2x-3 x 7
- +
x-4 x 2 x 2

2. Halle la suma

X 2x-3 x-1
+ +
¥-5x 6 x* x 12 x* 2x 8
xr=17x+72 2x%+3x x+8
x:-64 2x% -15x =27 x*-2x

3. Halle la suma

4. Simplificar
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¥ -2x'-5x+6  2x*- 5x—3;x2—4x+3

5. Simplificar 3 5 5
2x” +15x°+27x+10 x -9 X

6. Simplificar  6x'+11x" =4’ +11x-10 _ 6x" +11x -10 x'-1
xt-1 C ¥ -d4x-21 X -6x*-6x-7
X
7. Racionalizar el denominador de: 54 m

x=5
- | dor d 2-+x-5
9. Racionalizar el denominador de: - 5+Jx-1

x-1
10. Racionalizar el denominador de: 3+3— it 1

&. Racionalizar el numerador de:

2x+1
11. Racionali 1d inador de: T/m—F7—
acionalizar el denom %/; s

n(3n— l)

12. Demuestre que: 1 +4+7+...+(3n-2) = , Yn €L’

13. Demuestre que: 1’ +2° +3*+ .. +n’ = g(n +1)(2n+1), ¥n €L’
14. Demuestre que: 2 +6+18+...+2.3"'=3"-1, ¥n €L’
n 2
15. Demuestre que: P+ 2+ 3+, . +n’ = ?(n +1)°, ¥n €L’
16. Demuestre que: I’ +3*+5°+ .. +(2n -1) = n* (2n* - 1), ¥n €L’

17. Demuestre que n(n +1)(n + 2) es divisible entre 6.

18. Demuestre que 3 es un factor de n*> — n +3
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19. Demuestre que 4 es un factor de 5" —1

20. Demuestre que 8" —3" es divisible entre 5 para todos los nimeros natu-
rales n.
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CAPITULO 4. ECUACIONES Y DESIGUALDADES
4.1. Introduccién

Muchos problemas de aplicacion de la vida real pueden ser modelados a
través de ecuaciones lineales y cuadraticas. En problemas de maximizacion y mi-
nimizacion también estan presentes las ecuaciones lineales y las desigualdades.

4.2. Ecuaciones lineales

Una ecuacidn es una igualdad entre dos expresiones algebraicas, que se de-
nominan miembros de la ecuacion. En ella aparecen niumeros y letras (variables)
relacionadas mediante operaciones matematicas. Las variables de una ecuacion
pueden representar cantidades fisicas que modelan fendmenos particulares.

Resolver una ecuacion significa encontrar todos los valores de sus variables
para los cuales la ecuacion es verdadera. Estos valores se conocen como solucio-
nes de la ecuacion y se dice que la satisfacen. Al conjunto de todas las soluciones
se les llama conjunto solucion de la ecuacion.

Ejemplos

1. Resuelva la ecuacion

3x 7
=4+
5x-2 S5x-2

X 4y MCM  =5x-2
Sx-2 S5x-2

3x=4(5x-2)+7

1

x=—
17
2. Resuelva la ecuacion
5 4 2x+5
J,- =
3 -5 3 +5 9 2-25
5 4 2x+5

+ = = —
3x-5 3x+5 (3x-5)(3x+5) MCM = (3x=5)(3x+5)

53x+5)+4(3x-5)=2x+5

x=0
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3. Resuelva la ecuacion

4—2x+2x+3: X
x—5 x+6 x*+x-30
4-2x 2x+3 X

+ J—

o5 1t6 (26)(x-3) MCM = (x+6)(x-5)

A4-2x)(x+6)+2x+3)(x—5) =x

4x+24-2x* —12x+2x* -10x+3x-15=x = x=%

4. Resuelva la ecuacion

Vax* +x-2=2x-7
(\/4x2 +x-2)2= (2x -7)2

4x*+x-2=4x*-28x+49

5. Tres hermanos se reparten $ 372. Si lo que le corresponde a cada uno es
el resultado de repartir la cantidad en tres nimeros enteros pares consecutivos,
(Cuanto le corresponde a cada hermano?

Solucion:

Asignemos al primer namero par 2x al segundo 2x + 2 , y al tercero 2x + 4 .
Al plantear el problema tenemos que: 2x + 2x + 2+ 2x + 4 =372
Al resolver la ecuacion, se obtiene: x = 61.

Entonces, al primer hermano le corresponde $ 122, al segundo § 124, y al
tercero $ 126.

6. Hace 15 afios, la edad de Carlos era el triple que la edad de Daniel y dentro
de 15 afos, la edad de Carlos sera los % de la de Daniel. ;Cuadles son las edades
actuales?
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Solucion:

Organizamos los datos en una tabla. Asignemos a x la edad de Daniel hace

15 anos.
Edad Edad Edad
hace 15 anos actual dentro de 15 afos
Carlos 3x 3x+15 3x+30
Daniel X x+15 x+30

Tabla 3.1. La tabla muestra la organizacion de los datos del ejemplo 6

Planteemos el problema:

Dentro de 15 afios, la edad de Carlos sera los 3 de la de Daniel, es decir:

3x+30=§(x+30) = 4x=60 = x=I5

Entonces, la edad actual de Carlos es 60, y la de Daniel 30.

7. Maria ahorrd $ 750 mas que Gloria. Si la razon entre lo que ahorrd cada
una es 3 a 5, ;cuanto ahorr6 cada una?

Supongamos que el dinero que ahorré Gloria es x , entonces Maria ahorrd
x+750 Planteamos en el problema que, la razon entre los ahorros es 3 a 5, es decir:

X
x+750

=§ = Sx=3x+2250 = x=1125

Por lo tanto, Gloria ahorro $ 1225 y Maria § 1875.

EJERCICIOS PROPUESTOS 4.1

Hallar el valor de la variable de las siguientes ecuaciones lineales.
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1.

11.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

102

wow :3w-4
w+3 w-3 w'-4
X 2 x—1
+ =
x-4 x-5 x*-9x+20
5 _ 1 . 1
24(x+3) 3(x-3) 8(x-5)

B |
w+7 w+3 w+4w-21

11 3x 6

5 w

+ =
X-8 x*+2x+4 2x-4
x+Vx*-8-2=0
AXx=2++/2x+3=0

7x-2 1 48
1162 -3) 5(x-2) 55(2x-1)

IL_ 1 8x+2l
19(x-3) 27(x-3) 513(*+3x+9)

4 1 13 Tx-2
+

Oc-1) 16(x-2) 144(x+2) 24(- 2x+4)

52—2+9z—l _ 9234+ 457
z+1 2 2z’ +4z+3)

3x*-1 2x+3 6x  2x
+ =4+ =
2x x+1 4 x+1

2x° -3 _x+1_2x° -2x7 - 5x7

2 x-1 2(x* - 1)

x—7_ 3x :x3—13x2—x+2
2x+1 x*-4 2xX°+x*-8x-4

2. 9 4 _ 5
zZ2-4 z4+2 z-2
4 2 3 _2m+7
C 2m+l 2m-1 4mP-1
6. 5w _ -w+1
w+7 w-3 w+dw-21
8. 9+3x’ _x 7
6x*+7x-5 2x-1 3x-5
10 2 _ 1 _ 3
w =49 w47 w-7
12. Nx-+x+1=1

21. Las edades de Maria, Karla y Martha son tres nimeros pares consecu-
tivos. Calcula la edad de la menor de ellas, si la suma de las edades es 60 afos.
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22. Tres hermanos se reparten $ 756. Si lo que le corresponde a cada uno es
el resultado de repartir la cantidad en tres nimeros enteros impares consecutivos.
(cuanto acumula el tercer hermano si ya tenia la misma cantidad que le toc al
primero?

23. Hace 12 afios, la edad de Stefy era el triple que la edad de Santy y dentro
de 10 afos, la edad de Stefy serd los 4 de la de Santy. ;Cudles son las edades
actuales? 3

24. Monica gana $ 300 mas que Estefania. Si ambas gastan la tercera parte
de sus sueldos, la diferencia entre sus gastos es $ 100 ;Cuanto gana cada una?
(Cuanto gastaron? ;Con cuanto se quedan?

25. Sofia tiene la mitad de la mitad de lo que Gloria. Si Sofia ganara $ 10 y
Gloria perdiera $ 5, ambas tendran igual cantidad de dinero. ;Cuanto tienen entre
las dos?

26. Compr¢ el cuadruple del nimero de caballos que de vacas. Si hubiera-
comprado cinco caballos menos y 10 vacas mas, tendra el mismo ntimero de
caballos que de vacas. ;Cuantos caballos compré?

27. El area de un terreno cuadrado es 144 m?. ;Cuantos metros de alambre se
necesitaran para cercar dicho terreno si el cerco debe dar cinco vueltas?

28. En un terreno de forma recta rectangular, el largo excede en 6 metros al
ancho. Si el ancho se duplica y el largo disminuye en 8 metros, el area del terreno
no varia. ;Cuadl es el perimetro del terreno original?

29. En una granja hay gallinas, conejos y cuyes. El nimero de gallinas es la
mitad de los cuyes y el nimero de conejos excede en cinco al de gallinas. Si el
numero total de patas de los tres animales es de 160, ;cuantas gallinas, conejos y
cuyes hay en la granja?
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30. David invirti6 la tercera parte de lo que gana y luego gast6 la mitad de lo
que le quedaba, y los $ 200 restante deposita en el banco. ;Cuanto gana David?

4.3. Sistemas de ecuaciones lineales

Cuando nos planteamos la resolucidn de varias ecuaciones a la vez con varias
incognitas, estamos ante un sistema y, en el caso mas sencillo, donde todas las
ecuaciones sean lineales, se llama sistema de ecuaciones lineales.

Definicion 4.1. Se llama sistema de ecuaciones lineales a un conjunto de
ecuaciones de la forma:

( =
a \x, +a,x,t...+a,x, = b

a, X, + a,,x, + ...+ a,,x, = b,

Donde x, , x, ,..., x_ son las incognitas, b b, , ,..., b_ se denominan términos
independientes y los niimeros a, a se llaman coeficientes de las incognitas.

Cuando los términos independientes son cero, el sistema se llama homogé-
neo. Dado un sistema de ecuaciones, el objetivo es hallar todas sus soluciones,
es decir, encontrar todos los valores de x| x, , ,..., x_que verifican todas las ecua-
ciones.

Atendiendo al nimero de soluciones, los sistemas de ecuaciones lineales se
clasifican en tres tipos: sistema incompatible, el que no posee solucion; sistema
compatible determinado, que tiene una solucion Unica; y sistema compatible in-
determinado, con infinitas soluciones.

4.3.1. Sistemas de ecuaciones lineales 2x2.

Entre las técnicas para resolver sistemas de ecuaciones lineales 2x2 tenemos:
reduccion o eliminacidn, sustitucion, igualacion y representacion grafica.
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TECNICA DE REDUCCION.

En esta técnica, se elige la variable que se va a eliminar; luego se multiplica
cada término de las ecuaciones por nimeros que permitan obtener coeficientes
numéricos iguales y de signos contrarios; sumamos y nos queda una ecuacion
con una incognita.

Ejemplo 1

)Sx-3y=2
2)3x-4y=-1

Supongamos que queremos eliminar la variable x. Multipliquemos la primera
ecuacion por 3 y la segunda por — 5, y se obtienen las ecuaciones:

15x-9y =6
-15x +20y =5
Al sumar ambas ecuaciones nos queda: 11y =11 de donde y =1. Luego, susti-
tuyendo el valor de y en la primera ecuacion del sistema original: 5x —3(1) =2 se
obtiene x =1. Por lo tanto, la solucion del sistema es (1, 1) .

Ejemplo 2
1) 7x-y=6
2) 1lx-3y=-12

Eliminemos la variable y. Multipliquemos la primera ecuaciéon por —3 y la
segunda la dejamos igual, y se obtienen las ecuaciones:

-21x+3y = -18
llx-3y = -12
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Al sumar ambas ecuaciones se obtiene: —10x = —30 de donde x = 3. Luego
sustituimos el valor de x en la primera ecuacion del sistema original: 7(3) —y =16
se obtiene y =15. Siendo la solucién del sistema (3, 15) .

TECNICA DE SUSTITUCION

La técnica de sustitucion consiste en despejar una de las variables de cuales-
quiera de las ecuaciones y luego se le sustituye en la otra ecuacion para hallar el
valor de la variable no despejada.

Ejemplo 1

1) 4x+3y=7
2) 2x-y=1

Si despejando la variable x de la primera ecuacion nos queda y=2x-1 y reem-
plazando en la segunda, obtenemos 4x + 3 (2x-1)=7 de donde y =1, sustituyendo

este valor en y=2(1) -1 nos da y = 1. Entonces la solucion del sistema es (1,1).

Ejemplo 2
: : : : _2+3y
Al Despejar la variable x de la primera ecuacion nos queda X~ 5 »Y al
2+3
reemplazarla en la segunda obtenemos 3 (_y) -4y =-Ue donde y=1, sustitu-

L2530

yendo este valor en nos da x = 1. Entonces la solucion del sistema

es (1,1).
TECNICA DE IGUALACION

La técnica de igualacion consiste en despejar una misma variable de ambas
ecuaciones y luego se las iguala, al resolver se obtiene la solucion de la variable
no despejada.
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Ejemplo 1

2+
L2730
5

Despejemos la variable x de ambas ecuaciones, y tenemos:

-1+
x=13y
2
x:6—4y
5

Igualamos las ecuaciones despejadas y resolvemos:

- -1+
07dy 1Py o -8y =-5+15) = y=%

5

Al reemplazar el valor de y en cualquiera de las ecuaciones despejadas, ob-

Sre3(12)
tenemos: 23) _14

A 23
y ' 14 17
Por lo tanto, la solucidn del sistema es (2—3 5 2—3)
Ejemplo 2
1) 6x-7y=10
{2) 2x-4y=9

Despejemos la variable y de ambas ecuaciones, tenemos:

6x-10
y:
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Igualamos las ecuaciones despejadas y resolvemos:

2379 _ 63710 o 14x-63=24x-40 > x=- 2
4 7 10

Reemplazando el valor de x en cualquiera de las ecuaciones despejadas, ob-

23
tenemos: 2| - -9

10) " __17
4 5
) . 23 17
Entonces, la solucion del sistema es (— B )~ ?)

En caso de que, a partir de las graficas de las ecuaciones lineales del sistema,
se pueda determinar con facilidad la solucion de esta, se acude a la representacion
grafica. En ocasiones, se combinan la representacion grafica con cualquiera de
las técnicas antes estudiadas para hallar la solucién de un sistema de ecuaciones

lineales de orden 2x2.

REPRESENTACION GRAFICA

La representacion grafica consiste en graficar las ecuaciones lineales y deter-
minar la solucion mediante la interseccion de estas.

Ejemplo 1

l) —x+y=-4
2) x+y=2

Determinando las intersecciones con los ejes de las ecuaciones lineales y
graficando en el plano cartesiano (ver figura 4.1). Tenemos:
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Ecuacion 1): (0,- 4) y (4,0) Ecuacion 2): (0,2) y (2,0)

Figura 4.1. Representacion grafica del sistema, ejemplo 1

Como se puede observar, en la figura 4.1, que las rectas se cortan en el punto
(3,-1). En este caso, el sistema, se denomina compatible determinado.

Ejemplo 2

1) 2x-2y=6
2) x-y=3

Determinando las intersecciones con los ejes de las ecuaciones lineales, re-
presentamos en el plano cartesiano (ver figura 4.2).

En la figura 4.2, se observa que la grafica de la recta es la misma para ambas
ecuaciones, es decir, las rectas son coincidentes. Si las rectas son coincidentes,
el sistema tiene infinitas soluciones y se le conoce como sistema compatible
indeterminado.
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A
3_
2_
14 x-y=3
<I T T T 0 T T T I»
3 2 -1 0 1 273
-4
24
2x-2y=6
_3,+

Figura 4.2. Representacion grafica del sistema, ejemplo 2

Ejemplo 3

) —x+y=4
2) x-y=12

Determinando las intersecciones con los ejes de las ecuaciones lineales, re-
presentamos en el plano cartesiano (ver figura 4.3).

1 T T »
1 7234 5
X+y=2
-2 y
-3
Y

Figura 4.3. Representacion grafica del sistema, ejemplo 3

En la figura 4.3, se observa que las dos ecuaciones lineales son rectas parale-
las; entonces, no tienen ningin punto en comun. Por lo tanto, el sistema no tiene
solucion. Si el sistema no tiene solucion, se llama sistema incompatible.

En algunas ocasiones, nos encontraremos con sistemas como el del ejemplo
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4, que, para poder resolverse utilizando las técnicas antes vistas primero se hace
un cambio de variable para transformarlas a ecuaciones de la forma ax +by = c.

Ejemplo 4

1 2
+ =
x-2y 2y-3x
2) 3 + 4 =-2
x-2y 2y-3x

)

1 |
Haciendo a= -2 y a 2v-3x’ las ecuaciones 1)y 2) del sistema
x=2y y-3x
3) at2b=4
4) 3a+4b=-2

se transforma en: {

Luego, aplicando la técnica de reduccion se tiene que:

3) a+t2b=4 2) 2a+4b=38
= a=-10

4) 3a+4b=-2 (-1) 3a-4b=2

Al reemplazar el valor de a en la ecuacion 3) obtenemos: —10+ 2b =4, lo que

implica que b =7.

Con los valores de a y b, resolvemos el sistema de ecuaciones:

1 1
5) x_2 =_10 x—2y:—_
y N 10
1 1
6) =7 -3x+2y=—
2y-3x 7
Si aplicamos la técnica de reduccidon, obtenemos=2x = - 1i+% = x=- %
Al reemplazar en 5) el valor de x, se tiene: -2y =- 1,3 4 % _ 1L
10 140 280
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4.3.2. Sistemas de ecuaciones lineales 3x3.

Un sistema de ecuaciones lineales de orden 3x3 es de la forma:

1) ax+by+cz=d,
2) a,x+b,y+c,z=d,
3) ax+by+cz=d,

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales de orden 3x3, puede utilizar-
se la técnica de reduccion para eliminar una variable elegida de las ecuaciones 1)

y 2), la misma variable de 2) y 3) o 1) y 3).

El procedimiento anterior, generara dos ecuaciones con dos variables y, para
resolverlo, se puede utilizar cualquiera de las técnicas estudiadas anteriormente
Los valores obtenidos los reemplazamos en cualquiera de las ecuaciones origina-

les y hallamos el valor de la tercera variable.

Ejemplo 1
1) 3x-5y+z=4
2) 2x-y+3z=1
3) x-2y-z=-3

De las ecuaciones 1) y 2), y 2) y 3), al eliminar la variable z, obtenemos las
ecuaciones 4) y 5).

{1) 3x-5y+z=4 «(-3) . {—9x+15y—3z=—12

= 4) -Tx+1l4y=-11
2) 2x-y+3z=1 2x-y +3z=1

2) 2x-y+3z=1 2x-y +3z=1
{)xyz :{xyz = 5) 5x-7y=-8

3) x-2y-z=-3 «¢(3) 3x-6y-3z=-9
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Formemos un sistema con las ecuaciones 4) y 5), y determinemos los valores
dexey.

4) -Tx+14y=-11 -Tx+14y=-11
= = 3x=-27 > x=-9
5) Sx-Ty=-8 «(2) 10x -14y=-16
. 37
El valor de x lo reemplazamos en la ecuacién 4) o 5) y hallamos y = - =

Por ultimo, los valores de x e y los sustituimos en las ecuaciones 1) 02) 0 3) y

32
obtenemos z = £l

Para resolver el sistema de 3x3, también se puede utilizar el método de Cramer.

METODO DE CRAMER

El método de Cramer permite resolver sistemas con el mismo nimero de in-
cognitas y ecuaciones. Consideremos el sistema de n ecuaciones lineales con n
incognitas.

a, x+a,x,+.+a, x =b,

a, X+ a,x,+.+a, x = b2

a x+a,x,+.+a x = bn

Sea A la matriz de los coeficientes del sistema, y el determinante de 4 dife-

rente de cero, denotado pordet 4 0.

Llamaremos matriz asociada a la incognita x . y la designaremos mediante 4,
a la matriz que se obtiene al sustituir en la matriz 4, la columna i por la matriz

columna de los términos independientes, es decir:
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ay 4 .. 4 a,, a, dp b, a,,

ay 4y a,; a,, ay, Ay b, a,,
A = y Ai = .

anl anZ ani ann anl an2 bn arm

El valor de las incognitas se obtiene a partir de:

_det(4,)

= =12,
et () "

El sistema de ecuaciones de orden nxn se lo puede escribir en la forma Ax =b.

Siel det 4 # 0, el sistema Ax = b, tiene una solucion Unica.

Ejemplo 2
2x+y-z=-1
- x -—y-z=-2
3x +2z=-2

Sea A, el determinante de los coeficientes de las variables del sistema:

-1 -1
2

-1 -1
+(—1)‘ 3 0‘=—4—1—3=—8

Determinenos los valores de los determinantes A _, Ay S YA

+ -+
-1 1 -1
-1 -1 -2 -1 -2 -1
A=| -2 -1 -1|=(-]) -1 +(-1) =2+6+2=10
0 2 -2 2 -2 0
-2 0 2
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+ -+
-1 -1
a=l-1 2 =22 oo™ e T ec2eims =10
’ 22 302 3 -2
3 -2 2
+ -+
2 1 -1
-1 -2 -1 -2 -1 -l
A=| -1 -1 -2|=2 -1 +(-1) =4-8-3=-7
0 -2 3 -2 30
30 2

. 10 5 » —19 19 A 7 7
x:_:—:—_’ y:_:—:_’ z = = =
A -8 4 A -8 8 A 8 8

) ) ) . 519 7

El sistema de ecuaciones tiene por solucion: (x, y,z): - 288

EJERCICIOS PROPUESTOS 4.2

Utilice cualquier técnica de las estudiadas para resolver los siguientes sistemas

de ecuaciones.
2x 3y i 3 %

2(x=3)-2 =2x-3
N 3 2. 2 43
) 3y-2x 3 _1
~Z(y-3x)=-2(y-2 = 573
3(y x) »y—-2) 3 2 3
3x+2(y_3):_2y 2x y _ X y=l
3.3 4. 3 > >
7’%%:—2(1—2@ 3x-y_x-3y_1
4 3 2
. x+y+3x—y_z ‘ 3X+2(y_3):_2y
3 2 2 .
. 3x 2y 1
~ - =_(1-2x
x_3x-5y_1 2 3 3( )
3 6 2
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1
%—ﬁiiw-b

7.
4r-D=-2(-3)
.
2 .5 _2
9 x+3y x-y 3
-3, 6 2
kx—y x+3y 3
f21+ 32 -2
i Y
-1 2 1
+ =
( 3x-y 2xty 2
L2+L2=13
13.) x Y
1 1
x+y+2z=4
15. x-y-z=5
x+3y-z=6

(4x+3y+2z=-1
7.3 3x+2y-4z=2
(2x-4y+3z=1

( 3x+4y+5z=5
2x-y+2z=b
\ x+y+Z: _2b

19.

116

+ =
10.< 3x+2y 3x-2y
4 3 —3
3x-2y 3x+2y

\

.
4 n 3 1

124 2x+5y 3x-y 2
-2 n 4

=1
. 3x—y 2x+5y

=-7
14.]

“2x+3y+4z= 1
16., 2
-3x+5y-7z=3

\ Sx-3y+tz=-2

rx+y+22=—2a

182 x-y-z=2

\x+3y—z= -a

x+y+2z=2k
x-y-z=-3k
x+3y-z=-k

20.



Jorge Tuapanta, Mg
4.4. ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Una ecuacion de segundo grado o ecuacion cuadratica es una ecuacion que
tiene la forma ax? +bx +c = 0 con a diferente de cero, denominada ecuacion ca-
ndnica general, donde x representa la variable y a , b, ¢ pertenecen a los nimeros

- 2 -
reales. Las raices de una ecuacion cuadratica estan dadas por: x = ~bEAJb” ~dac
2a

Sea A = b* — 4ac su discriminante:

Si A > 0 entonces la ecuacion tiene dos raices reales y distintas.
Si A > 0 entonces la ecuacion tiene dos raices complejas conjugadas.
Si A =0 entonces la ecuacion tiene dos raices reales iguales.

. . . . b c
Si la ecuacion ax? +bx +c = 0 la dividimos para a, se obtiene x* +—x+—=0
a a

Al sustituir § _b y P= € nos queda x*> — Sx + P =0, donde S representa
a a

la sumay P el producto de las raices de la ecuacion cuadratica.

La representacion grafica de una ecuacion cuadratica es una parabola. La in-
terseccion de esta grafica con el eje x coincide con las soluciones de la ecuacion.
Pueden existir dos, una o ninguna interseccion.

Ejemplo 1
Resolver la ecuacion 12 + 13 _ 104
sotverfa e ¥-x-6 x+3 x*-9
12 13 104

(x=3)(x+2) " x+3 (x+3)(x-3)
12(x+3) +13(x - 3)(x +2) =104(x +2)
12(x+3) +13(x° - x - 6) =104(x +2)
12x+36+13x* - 13x -78 =104x +208
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13x% - 13x +12x ~104x +36 - 78 - 208 =0
13 -105x -250=0 = (x-10)(13x+25)=0

x-10=0 = x=10 M C M: (x-3)(x+3)(x+2)

13x+25=0 = X=—§
13

Por lo tanto, las soluciones son 10y - 25

13

Ejemplo 2

., 7
Resolver la ecuacion - -—

7 10 _ 5
x-1 x+2 x-3

= | o0

Tx(x+2)(x—3)—10x(x—1)(x—3)=5x(x+2)(x—1)—8(x+2)(x—3)(x—1)
Tx(x? —x—6)—10x(x? —4x+3)=5x(x? +x—2)—8(x+2)(x* —4x+3)
7(x* —x* —6x)—10(x* —4x? +3x)=5(x +x* —2x)—8(x* —2x* —5x+6)
Tx® —7x* —42x—10x> +40x? —30x=5x> +5x> —10x—8x> +16x? +40x—48
12x? —102x+48=0
2x? —17x+8=0 = (2x—1)(x—8)=0
1
2 -1=0 = —
2
x—8=0 = x=8.

1

Por lo tanto, las soluciones son: — y §
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Ejemplo 3

Resolver la ecuacion 3«/ xX+2+ \/ 2x+3=2J2x+6

GJx+ 2+ /2x+3) = (2/2x+6)
O(x+ 2) + 6,/(x +2)(2x +3) +2x +3 =4(2x + 6)

Ox +18 +63/2x% + 7x +6 +2x +3 = 8x +24

6V2x> +7x+6=8x-9x -2x +24-3-18

6/2x%+ 7x+ 6 = 3- 3x

2J2x2+ 7x+6=1- x

(2\/2)(?2 + 7x+ 6)2 =1 -x)°

42x>+7x+6)=1-2x+ x°

x+1=0 = x=-1, 7x+23=0 = x=—§

23 )
El valor =~ — no satisface la ecuacion original, y se puede comprobar que
x =—1 es la tnica solucion de la ecuacion.

Ejemplo 4

2
Resolver la ecuacion (x + l) =3

2

x+%=i\/§$ x=-%iﬁ=> x1=—%+«5 y xzz—%‘ﬁ

Ejemplo 5

Resolver la ecuacion 2x* +11x> =51= 0.

La ecuacion dada lo reescribimos como: 2(x? )* +11x? —=51=0
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Sustituyendo x* = ¢ obtenemos: 22 +11 t —51=0 = (2t +17)(¢t —3) =0, de
donde,

17
2t+17=0 = (= —7 y t=3=0 = =3
Los valores de ¢ losreemplazamos en x* = ¢ para hallar los valores de x; es decir:
.17 , 17 y . .,
Si t = —-—, entonces x~ = —— una ecuacion que no tiene solucion real.
2 2
Y sit=3, entonces x> = 3 cuya solucidbn es x ==+ y 3 .

Por lo tanto, las soluciones reales de la ecuacion son — \/T y \/3_
Ejemplo 6

Un camino embaldosado sera construido alrededor de un jardin de 28 x 46 metros.

Si el area del camino representa 50 % del area del jardin, encuentre el ancho

del camino.

Solucion:

46m

Figura 4.4. Representacion grafica de las condiciones del ejemplo 6

Area del jardin: 28 x 46 = 1288 m>
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, . 1
Area del camino: (46°+2x)(28+2x)~1288 = (1288)

X

_ - b ++b* - dac
2a

-3744/(37)° - 4(1)(-161) -37442013 -37444,87
o 2 C T T

f— + f— f—
o S TTHMAST o T37-4487
2

- 4935

Por lo tanto, el ancho del camino es: 3, 935 m.
Ejemplo 7
Hallar el valor de la constante k£ en la ecuacion 2x> —kx + 4 = 0 para que su
raiz sea — 2. Determine el valor de la otra raiz.
Solucion:
El valor de la raiz debe satisfacer a la ecuacion dada, es decir
22 ~k(-2)+4=0=8+2k+4=0=k=-06
La ecuacion buscada es: 2x2 +6x +4=0=x>+3x+2=0
Dex?+3x+2=0=(x+2)x+t)=0=x="2yx=-1

Ejemplo 8

Hallar el valor de la constante & en la ecuacion kx? —(k + 4)x + 4 = 0 para que

tenga raices iguales. Determine el valor de las raices.
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Solucion:

Para que una ecuacion tenga raices iguales su discriminante b’ — 4ac debe ser

igual a cero, es decir:

b —4ac=0= [~(k+4)|]> — 4(k)(4) = 0 = K> +8k +16-16k = 0

P -8k+16=0= (k—4)=0= k=4

Por lo tanto, la ecuacion buscada es: 4x> —8x +4 =0 = x> 2x +1=0

Dex’—2x+1=0= (x—-1)?=0=x=1

Ejemplo 9
Hallar la ecuacion cuadratica cuya suma de raices es — 13 y su producto es 42.

Solucion:

Como datos tenemos que 6x~10 y P=42 ;al reemplazar en x> — Sx + P =

0 se obtiene x> +13x+42 =0

EJERCICIOS PROPUESTOS 4.3

Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas.

1. (x+2)*+7(x +2) +10=0 2. (x+3)*+3x—8=0
3.x (x-1)2+3(x-1)’=0 4. xP+x"2-6=0
-5 7 _ 10
5.x4-8x2+15=0 6. x> +5x+6 x+3 x*-4
7(2x-1)  x+1_-x-5 5 3 2
7. ¥*+x-6 x+3 x-2 8. -1 x(x-1) ¥
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9. 2x+5, x _, 10. -4 ;c-l _x-5

x+5  x+3 *+3x  x
11.2V2x-3=\3x-2+/x-2 12. J2x-3-Jx-7+2=0

1 9
13. 5+ 5+8=0 14, x* = 3x+x’ -3x+7 =5

1 2 1 3ab ax 3x+ 2 _
N _ 1502 - - - =0

15.3(}( x] 7[ x) 20=0 16. 4 o9 g %
17. 28ax_63ab+45bX_20x2:0 18. ax—@—3bx+4x2:()

5 20 4 4

19. Halle el valor de la constante k para que la ecuacion x* +2kx- %:0 tenga de

raiz a - l . Determine la otra raiz.

2
20. Halle el valor de la constante £, para que una de las raices sea % ,enla

ecuacion (&2 +3)x? —3(k — 2)x =5k =0 . Determine la otra raiz.
21. Calcula el valor de k para que la suma de las raices sea 7, en la ecuacion

2o —(12k +1)x +12 =0

22. Hallar el valor de la constante k en la ecuacion kx> —(k —5)x —5 = 0 para

que tenga raices iguales. Determine el valor de las raices.

23. Hallar el valor de la constante & en la ecuacion x? + (2k +1)x + k= 0 para

que tenga raices reales distintas.

24. Hallar el valor de la constante k£ en la ecuacion x’ +2kx- (21k _431) =0 para
que tenga raices imaginarias distintas.

4.5. Inecuaciones
iINTERVALOS

Se denominaintervalo al conjunto de todos los reales que estan entre a y b

Definicion 4.2. Sean a y b numeros reales, los siguientes conjuntos se deno-
mina intervalos con extremos a 'y b .
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Intervalo abierto

SH@)

@

S J

la, B[ ={xeR / a <x < b} +—0
Intervalo cerrado

[a,b]Z{xE]R/anSb} - z
Intervalos semiabiertos
la,b]={xeR/a<x<b} i g
[a, b[={xeR/a<x<b} e

Si a y b son nimeros reales cualesquiera, los intervalos infinitos se definen

de la siguiente manera:

4
b

Ja+oo[= (xeR /x> a } -0 |
[a, +oo[ = {xeR /x> a } -~

J-oo.b[ = {xeR /x < b} - o
|-o0,b] = fxeR /x < b } - :

PROPIEDADES DE DESIGUALDADES

1. Si un mismo nimero se suma o se resta en ambos lados de una desigual-
dad, la desigualdad resultante tendra el mismo sentido que la original, es decir:

a<b=a+c<btcya-c<b——c

2. Si ambos lados de una desigualdad se multiplican o se dividen por el mis-
mo numero positivo, la desigualdad resultante tendrd el mismo sentido que la

b

original, es decir: a<b y ¢>0 = ac<be y %<2

c ¢
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3. Si ambos lados de una desigualdad se multiplican o se dividen por el mis-
mo nimero negativo, entonces la desigualdad resultante tendra el sentido contra-

rio de la original, es decir: a<b y ¢>0 = ac>bc vy ab
c C

4. Cualquier lado de una desigualdad puede remplazarse por una expresion

equivalente a ella, esdecir:a<bya=c=c<b

5. Si ambos lados de una desigualdad son positivos y elevamos cada lado a
la misma potencia positiva, entonces la desigualdad resultante tendra el mismo
sentido que la original, es decir:

O<a<by n>0 = a<b"y Ya Vb, nez

6. Si los lados de una desigualdad son ambos positivos o negativos, entonces
sus reciprocos respectivos estaran relacionados por un simbolo de desigualdad

con sentido contrario a la desigualdad original, es decir: g<q<p = o0<l<l
b

a

4.5.1. Inecuaciones polinémicas

Las inecuaciones polindmicas son de la forma P(x) > 0 o O(x) < 0 con P(x)
y O(x) polinomios. Para hallar las soluciones de la inecuacion, el primer paso es
factorar; el segundo, hallar las raices de los factores; y el tercero, hallar las solu-
ciones ya sea utilizando un procedimiento simple, tablas de signos o el método
de intervalos.

Ejemplo 1

3
Resolver la desigualdad E(x -2)+1>-2(x-4)

%(x—2)+1>—2(x—4) = ZB(x_Z)H >2[-2(x-4)] =

20
= 3(x2)+2 ~4(x—4) = 3x-4—4x+16 =7Tx20=> x>

La solucién es xe

2
= 4o
7
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Ejemplo 2

Resolver la desigualdad (x —3)(x —4)(2x +1)(1-3x) <O0.

igualamos a cero cada factor de la desigualdad, es decir:

x-3=0=>x=3 x-4=0 = x=4

2x+1=0 = x=—l 1-3x=0 = le
2 3

A partir de las raices de los factores de la desigualdad, construimos la tabla
de signos (ver tabla 4.2). Y, para determinar los signos de los intervalos, cogemos
puntos de prueba.

Factores - © = *% 3 3 4 4o
2x +1 -6 ¥ n n
1-3x + + - -
x—3 - + - + +
x—4 - - - - o+
(2x +1)(1-3x)(x —3)(x — 4) - - - +

Tabla 4.2. La tabla muestra los intervalos solucion de la desigualdad, ejemplo 2

El conjunto solucidn de la inecuacidn es la union de los intervalos asociados
a las regiones pintadas.

)CE]—OO,—l lull, 3[\)]4,4—00[
2 3
Ejemplo 3

Resolver la desigualdad (x> —1)(x +5)(x — 2)(x —3)(x +8) >0
Determinamos las raices de la ecuacion (x> —1)(x +5)(x — 2)(x —3)(x +8) =0,
y obtenemos: r =~—1,r,=1,r,==5,r,=2,r, =3,y r,=—8, las mismas que

representamos en la recta numérica.
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Para determinar la solucion de la inecuacion, utilizamos el método de inter-
valos, que consiste en coger puntos de prueba en cada intervalo y reemplazar en
los factores de la inecuacion para determinar el signo resultante.

Tomando encuenta el signo de la desigualdad “ >, la misma que nos indica
que la solucioén es la union de los intervalos positivos, determinamos la solucion:

+2 += +: +
-8 -5 -1 12 3

Por lo tanto, la solucidn es: xE]—oo,—S[ U [—5,—1] U [l, 2] U ]3,+oo[ .

4.5.2. Inecuaciones con valor absoluto

Definicion 4.3. Sea x un niimero real cualquiera, el valor absoluto de x , que

. . X, x =0
lo denotamos por |x| , esta definido por: | x|= o 20

Teorema 4.1. Sea x, y, a con a > 0 nimeros reales cualesquiera, entonces:

l.z=a©z=—aVz=a 2. xyl=Ixl Iyl
x
3.H=U 4. Ll = Ixlr
vl |y
5.zl >aez<-avz>a 6. Ixl< Iyl & x2<y?

7. zl<ae —a<z<a

8. Ix+yl<lxl+ Iyl Desigualdad triangular
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Ejemplo 1
2x-5

2-3x

>6

Resolver la desigualdad

Para resolver la desigualdad, aplicamos el numeral 5 del teorema 4.1, es decir:

2x-5 2x -5
-6 Vv
2 -3x 2 -3x

2x-5
2-3x

A

>6 &

Debemos resolver las dos desigualdades y la solucion de la desigualdad origi-
nal es la union de las dos soluciones.

2x-5

2x-5
1 _ 2 >6
) 3. 6 ) 7y
204620 270 650
2-3x 2-3x
“lox+7 20x-17
27 3x o3 20
7
~16x+7=0 =L
X = X 16 17

20x-17=0 > x=—
20

2-3x=0 = x=g 2
3 2-3x=0 > x=%

A partir de las raices de los factores de las desigualdades, construimos la tabla
de signos (ver tabla 4.3 y 4.4). Y, para determinar los signos de los intervalos, co-

gemos puntos de prueba.,

-0 7 2 0
16 3
—16x+7 + ° - -
2—3x + + O -
-16 +7 + - +
2-3x

Tabla 4.3. La tabla muestra el intervalo solucion, desigualdad 1
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Sol. 1
% ©

WN

-00

20x —17
2-3x -
20x-17 - uE -
2-3x

Tabla 4.4. La tabla muestra el intervalo solucion, desigualdad 2

Sol. 2

Sol. final = Sol.1 U Sol.2 = 152[ ]2 17] [ ] { }
16”3 3°20] |16°20

Ejemplo 2

Resolver la desigualdad [3x+ 51+ [2x—31<7
Para resolver la desigualdad, procedemos a determinar los intervalos en los
cuales se va analizar la inecuacion. Para ello, las expresiones de los valores abso-

lutos las igualamos a cero, es decir:

3x+5=0 = xz—g y 2x-3=0 = XZE

Con los valores hallados, construimos la tabla 4.5 para determinar los inter-

valos de andlisis la desigualdad dada:

o 3 3 o0

3 2
3x +5 - + +
2x =3 - - +

Tabla 4.5. La tabla muestra los intervalos de analisis de la desigualdad del ejemplo 5
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5
@ Si xEl _w’_gl la desigualdad |3 x+5|+|2x-3|<7 se trans-
forma en: —3x—5-2x43 <7 = —5x2<7 = —5x<9(-1) = 5x>-9 =x > _ 2

5
) 9
Es decir xel——,oo
51
La solucién de (1) es: _w’_élnl_g’w[:l_g’_él
| 3 5 573
] 9
@ x€ _ga_§ la desigualdad | 3 x +5 |+ | 2 x- 3] <7 se transforma en:

3x+5-2x+3 <7=> x+8 <7 =>x <—lesdecirx €] - w,-1]

n]—oo,—1[=l-§,-1[

5 3

- =

N\

La solucién de (2) es:

3
B xe l 5 00[ la desigualdad |3 x +5 |+ | 2 x- 3| <7 se transforma en: 3x

+5+2x—-3 <7= 5x+2 <7 5x< 5= x <1esdecir x €] - 0,-1]

3

La solucion de 3 es la interseccion entre l o [y ] - o0,1]; es decir, vacio.
La solucion final es la unidn de las tres soluciones:

9 5 5 9
22 o2 -t ue=|- 2 -
1y 3[Ul 3’ l“q’ [5’ l

Ejemplo 3

Resolver la desigualdad [2x —1+|x +1| <5.
Por el teorema 4.1, numeral 7, tenemos que:
—5<2x—1+ [x+115
La cual la interpretamos de la siguiente forma:
(1) 2x—1+x+1>-5 y @) 2x—1+Ix+11<5
le+11 —4-2x x+l 6—2x

Por el teorema de desigualdades e igualdades con valor absoluto numeral 2:
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1.1 x+1<4+2x x+1>—4-2x siy solo si =4—2x > 0 condicion
—-x<3 3x>-5 —2x>4
x>—3 x>—§ x<-—-2
X€ ]_3,+°O[ xE]—é,-%—oo[ XE]_C’O;_Z[
3
La solucion 1.1 es la unidn de las soluciones: ]—3,+ 0 [ y l - % + o0

dandonos como resultado el intervalo: ] =3, +w [ .

La solucioén de la inecuacion (1) es la interseccion entre la solucion 1.1 y el
intervalo ]—oo ,— 2 [ solucion de la condicion, obteniendo el intervalo ] -3,- 2[ .

Para la solucion de (2), resolvemos |x +1| <6 —2x , aplicando el teorema 4.1:
—6+2x<x+x<6—2x siysolosi 6—2x>0 condicion

Procedemos de la siguiente manera:

21 x+1>-6+2x y x+I1<6—2x siysolosi 6 —2x>0 “condicion”

—x>-7 3x<5 —2x —6
x<7 x<§ x 3
xe]—oo,7[ xe]-w,g[ xe]—oo,3[

. . . . 5
La solucion 2.1 es la interseccion de las soluciones: [-o, 7[ y ] aE [

: 5
dandonos como resultado el intervalo: l -0, — [

3

La solucion de la inecuacion (2) es la interseccion entre la solucion 2.1 y el

intervalo ] —o ,3 [ solucion de la condicién, dandonos el intervalo ] - o0, %[

La solucion final es la interseccion de la solucion (1) y (2), es decir

X€ n]-3-2[=]-3-2]

—o0, >
3
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4.5.3. Inecuaciones fraccionarias

Unainecuacion fraccionaria en una incognita tiene la forma £ 5o , 2% g con
O(x) # 0y P(x), O(x) polinomios diferentes de cero. o0 o)

Al resolver una inecuacion fraccionaria se debe considerar que las inecuacio-
nes £® 5o o P 4 son equivalentes a las inecuaciones:

0(x) o)
Px)O(x)>0 'y P(x)O(x) <0
Si Q(x) #0 = Q? (x) > 0, de donde tenemos que:

PO o o POCW . 010200 = P0G >0

O(x) O(x)
g 83<0 5 P ()‘Q)(sz)(x)<(0)gz(x) = PXOX) <0
Ejemplo 1

(xz - 1)(x +5)(x -2) §
(x-3)(x+8)

Hallar la solucion de la inecuacion

X' - 1)(x +5)(x -2)

(- 3)(x+5) >0 es equivalente a:

La inecuacion (

P —D(x+5)x —2)(x —3)(x +8)>0,x # 8y 3

Determinamos las raices de la ecuacion (x> —1)(x +5)(x — 2)(x —3)(x +8) = 0,0b-
teniendo: x =—8, x=—5,x=-1,x=1,x=2yx=3

Las raices las representamos en la recta numérica y utilizando el método de
los intervalos determinamos la solucion de la inecuacion.

Para la solucién de la inecuacion, consideramos el signo de la desigualdad >, el
mismo que nos indica que la solucién es la unién de los intervalos positivos.

Ademas, tomamos en cuenta las raices de los factores del numerador en los
cuales los intervalos son cerrados, y de los factores del denominador en los cuales
los intervalos son abiertos en general.

A ENENENENENE:
-8 -5 -1 1 2 3
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Por lo tanto, la solucidn es: xe]—oo,—8[u [—5,—1] u[l, 2] U]3,+oo[

Ejemplo 2

x-5 x+2

<
x-1 x+3

Hallar la solucion de la inecuacion

x—55x+2 N x—5_x+2£0=> (x-S)(yH—?a)-(x-l)()H-Z)S
x-1 x+3 x-1 x+3 (x—l)(x+3)

De

-3x-13 <0 > 3x+13
(x—l)(x+3)_ (x—l)(x+3)

(3x +13)(x ~1)(x +3) >0 conx £ -3 y 1

>(0 que es equivalente a:

Determinamos las raices de la ecuacion (3x +13)(x —1)(x +3) = 0 y obtenemos:
13

X = EN x=-3, x=1  Las raices representamos en la recta numérica y utili-

zamos el método de los intervalos para determinar la solucion de la inecuacion.

Para la solucion de la inecuacion, consideramos el signo de la desigualdad
equivalente >, que nos indica que la solucion es la unién de los intervalos positi-
vos. Ademas, tomamos en cuenta las raices de los factores del numerador en los
cuales los intervalos son cerrados, y de los factores del denominador en los cuales

los intervalos son abiertos.
e

13 3 1
3

. 13
Por lo tanto, la solucion es: x€ [-?,—3 U]l+oo]

Ejemplo 3

Hallar la solucion de la inecuacion +

133



MATEMATICAY TRIGONOMETRIA

- (x—l)z(x—2) +x2(x—l) —x(2x—1)(x _2)s0 N 3x-2

x(x=2)(x-1) x(x—2)(x-1)so

La inecuacion es equivalente a x (3x —2)(x —2)(x —1) <0 conx#0, 1 y 2.
. 2
Resolvemos x(3x —2)(x —2)(x —1) = 0 obteniendo: x =0, x = 3 x=1yx=2
Las raices las representamos en la recta numérica y utilizamos el método de
los intervalos para determinar la solucion de la inecuacion.

Para la solucion de la inecuacion, consideramos el signo de la desigualdad
equivalente <, que indica que la solucién es la unidn de los intervalos negativos.

Ademas, debemos tener en cuenta que, en las raices de los factores del nume-
rador, los intervalos son cerrados, y en los del denominador son abiertos

Por lo tanto, la solucion es: xe ]oi] u]L2]

Ejemplo 4

d (2x" - x-15)(5-x)(7 - x) S0

Resolver la desigualda
4x-x°

Antes de igualar a cero cada uno de los factores, procedemos a factorar:

2x* = x=15)(5-x)(7-x) 50 o 2x+5)(x=-3)(5-x)(7-x) >0
4x - x* - x (4-x) -

La inecuacion es equivalente a x(2x+5)(x—3)(5—x)(7—x)(4—x)>0conx#0y
4 Resolvemos x(2x + 5)(x — 3)(5 — x)(7 — x)(4 — x) = 0 cuyas raices son:

x=0, x=—%, x=3,x=4x=5y x=7

0 3 4 5 7

_5
2

., 5
Por lo tanto, la solucion es: *€ [-z,o[u[3,4[ v 5,7

134



Jorge Tuapanta, Mg

4.5.4. Inecuaciones irracionales

Una inecuacion irracional en una variable es de la forma:

J VD, (), VP (3),....¥ p,(x)) > 0 0 f (x, VP, (X), VD, (X),....¥V D, (x)) < 0,

donde p(x), p,(x),..., p, (x) son polinomios diferentes de cero.

Para determinar el conjunto sobre el cual se resuelve la inecuacion, se debe
hallar la interseccion de las soluciones de los p, (x) > 0,i=1,2,...n.

La solucidn de la inecuacion irracional sera la interseccion entre la solucion
de la inecuacion y el conjunto sobre el cual se resuelve.

Para la resolucion de las inecuaciones irracionales, se debe tener encuenta las
siguientes propiedades:

D0<x<yo 0<y{x<yy.

2) Vp(x) > 0:4/p(x) > 0 © p(x) > 0, n un entero positivo.
3)vp(x) <0 & p(x) <0, n un entero positivo impar.
4)Vp(x) = 0 © p(x) = 0, n un entero positivo.

5) Vp(x) <vq(x) © 0<p(x) < ¢(x) , n un entero positivo.

Ejemplo 1

Hallar la solucion de la inecuacion V5x —1 <2

Para la solucion consideramos:

1) Sx-120 = le = XE€ ll,—oo[
5 5

2) 0 5x—1<2=>5x—1<4=>x<1=>x€]—oo,l[

La solucidn de la inecuacion irracional es la interseccion

e

[1
—, 100
5
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., |
Por lo tanto, la solucion final es: x€ [5,1[

Ejemplo 2
Hallar la solucion de la inecuacion V2x? —7x + 6 < V10

Para la solucion consideramos:

D2x*=7x+6>0=> 2x-3)(x—2)>0

, 3 .
Las raices son x= 5 y x=2 , las mismas que representamos en la recta

numérica y con el método de intervalos, hallamos la solucion de la inecuacion 1.

Solucion 1: «xe€ ]—oo,%} U[2,+00]

D)V22—Tx+6<V10=22x* —Tx +6 <10 = 2x* —Tx 4 <0 =2x +1)(x —4) <0

, 1 .
Las raices son x = R 4 , las mismas que representamos en la recta nu-

mérica y, con el método de intervalos, hallamos la solucion de la inecuacion 2.

+>£i>£+

L 4
2

Solucion 2: x€ [—%,4]

La solucion de la inecuacion irracional es la interseccion de las soluciones 1y 2:

3
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Ejemplo 3

Hallar la solucion de la inecuacion vVx2 +x —6 < v2x%—13x +15
Para la solucion consideramos:
DxX*+x—6=>x+3)x—2)>0

Las raices son x = =3 y x = 2 ; las mismas los representamos en la recta nu-

mérica y, con el método de intervalos, hallamos la solucion de la inecuacion 1.

+>C>C+

-3 2

Solucion 1: x€]~0,-3] U [2,+90|

2)2x* —13x +15 = 2x —3)(x —5)>0

, 3 . iy
Las raices son x = SYx= 5, las mismas representamos en la recta numérica

y con el método de intervalos hallamos la solucion de la inecuacion 2.

Solucion 2: xe] —oo,%] ) [5,+oo[

NV +x—6<V2x2—13x+15=2 2 +x—6<2x*—13x +15 =2 x> —14x +21>0
X—14x+21>0= (x 2V7 -T)(x + 27 -7)>0

Las raices son x =—2v7 + 7y x=2v7+ 7, las mismas que representamos en la

recta numérica y, con el método de intervalos, hallamos la solucién de la inecua-

cién 3. +ii ;\i_l_

7-2V7 T+247
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Solucion 3: x€]-00,7 = 2¢7 U [7+ 247,40

La solucién de la inecuacion irracional es la interseccion de las soluciones 1,2y 3:

(I-=-3lublfnf

—00,%] U [5,+00[} n {]—00,7 -7 Jul7 +24/7 +0 [} =

]—00,—3] u[7+2ﬁ,+m [ . Por lo tanto: x€ ]—oo)—3]u [7 +2»\/7,+oo [

EJERCICIOS PROPUESTOS 4.4

Resolver las siguientes inecuaciones.

1) (4x° —12x+9)(x —49) 2) (x* +6x+9)(x —25) 510
x’+5x+6 ¥2-2x-15
3) (3x>+8x- 3)(x -25) 4) (2x* - x~- 6)(x ~2)
1-x? 4-x?
5) 2x—1_3x+5 L 6) x+3 2x-7 <2
x+1  x-1 12 X- 5 x+2
(x” - 9)(4x’ BN ) 2x° -19x° +27x+90
2x> -11x+15 12x2 -19x+5
(9x +24x+16)(x —4) 10) 8x* - 18x* - 11x+30 50
xt-5x+6 3x2-7x-20
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1) 6x° +13x° - 9x-10 -0 1) 3x+5_x+15 1
12x° - 65x* +23x+10 2x+l x-1 3

13) [FFE 3 1y | s
2x-5 4| 7 3x-2 x

1 Y ——>l 16 x2—5_l>l

D[4 473 )76 3709

17 2x+3_2_x>2 18 —X+1+x <‘—2x‘
) x-5 3 ) x-1

19) X+2+x+1>\3x\ 20) |x+ XT3 s\x|
x+1 3x-
x+2

21) +|x+1]>2 22) [x*—4| + |3x+5] > 5
3x+1

23) |x 3| + [x — 4] — [x—6] <1 24)||x—3|+|x—4||<1

25) |2x =5| + |7x 8] — |x+9] > 11 26)||3x—2|+|x—7|—9|>15

27)Vx—5+V2x 643 <0 28) Vx2 —7x +12>4

29)Vxi+x—6 > V2x2—13x +15 30) Vi —x —6<6
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4.6. Sistema de inecuaciones

La solucion de un sistema de inecuaciones consta de todos los puntos cuyas
coordenadas satisfacen de manera simultanea todas las inecuaciones dadas.

En forma geométrica, es la region comun para todas las regiones determina-

das por las inecuaciones dadas.
Ejemplo 1
2x+y >3

x=y
2y-1>0

Las inecuaciones del sistema los transformamos a ecuaciones para construir
las graficas correspondientes.

2x+ y=3
xX=Y
2y-1=0

Luego, procedemos a graficar las ecuaciones en el plano cartesiano, las mismas
que dividen al plano en dos semiplanos. Para determinar el semiplano que satisface
la condicion de la desigualdad, se toma un punto de prueba para su respectivo ana-
lisis y determinacion de la region que cumple la condicion. La region que cumple
con las condiciones, en el problema dado, se representa en la figura 4.5.

A

IR N
N
=
+
~
Il
W

NS}
<
1
—
1l
o

=
A

Figura 4.5. Region pintada que cumple con las condiciones del sistema de inecuaciones
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Ejemplo 2

2x-y<4
x+y<4
xz20

yz0

Las inecuaciones del sistema las transformamos en ecuaciones para construir
las graficas correspondientes:

2x -y=4
x+ty=4
x=0
y=0

Al igual que en el ejemplo anterior, una vez realizadas las graficas, se debe
determinar el semiplano que satisface la condicion de la desigualdad para obtener
la region que muestra la figura 4.6.

49 x+y=4

Figura 4.6. Region pintada que cumple con las condiciones del sistema de inecuaciones

Ejemplo 3

y2x’-4x+3
x*+5y"-4x-10y <-4
x=0

y20
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Las inecuaciones del sistema los transformamos en ecuaciones para construir
las graficas correspondientes:

y=x"-4x+3
x*+5y° - 4x-10y =-4
x=0

y=0

Construimos las graficas y determinamos la region que satisface la condicion
de la desigualdad (ver figura 4.7).

Figura 4.7. Region pintada que cumple con las condiciones del sistema de inecuaciones

EJERCICIOS PROPUESTOS 4.5

Construir la grafica de los sistemas de inecuaciones propuestos

1 x+y<4 b 3x-4y =212
2x-y<4 x-2y<?2
x=20 x29
y=20 y<5
x+2y<8 2x+3y =26
0<sy<3 O0<sy<4
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(2x-3yN-2
y2x-35

5. ) 2x+5y =210
y<-x+9
x20

Ly z0

(—x+3y22
3x+y=4

7. ) -x+3y<12
3x+y<l14
x20

(2x+5y>7
x+5y<12
9. <2x—4ys9
12x-5y =210
x20

Ly 20

-x+3y<8

11. 3x+y=28
3x+y<l14
yz1

y2x’-6x+6
13. Y +x2-2y<5
x20

y20

(2x—3y2—5
y2x-2

6. <2x+5y23
y<s-x+3
x=0
LyZO

(- x+3y<8
3x+y=8

8. {3x+y<l4

x20
LyZO

ry2x2—2x
3x+5y<24
10, < 2x-y=-2
x=0

LyZO

y=2x’-2x
3x+5y<24
x20

yz20

12.

(x-3)*+(y-2)* <16
14. | ysx’-6x+5
x=0

y20
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-y +2y+x2-2 ,

15. | 4x+7y<28 16, JVEX THES
>0 y<-2x"+8x-3
y20

4.7. Programacio6n lineal

En todo problema de programacion lineal, el objetivo es maximizar o mi-
nimizar una funciéon conocida como “funcion objetivo” sujeta a algunas “res-
tricciones”. Por ejemplo, un fabricante puede querer minimizar costos, pero
estd limitado por restricciones que deben satisfacer la demanda del producto
y por las restricciones que limitan la capacidad de produccidn; una empresa
puede querer maximizar su utilidad, pero esta sujeta a las restricciones de
produccién que imponen las limitaciones sobre el uso de determinada materia
prima, etc.

Si consideramos resolver tales problemas cuando la funcidon que se va a
maximizar o minimizar es de la forma: z = ax + by, con a y b son constantes
y sujeto a restricciones representadas por un sistema de desigualdades lineales
con todas las variables no negativas, estamos frente a un problema de progra-
cion lineal.

Al conjunto de soluciones del sistema de desigualdades, se le conoce
como region factible R. Y el valor de la funcion objetivo z, que puede repre-
sentar costo, utilidad, pérdida o recursos fisicos, se halla a partir de uno de los
puntos de la region factible R, que maximice o minimice la funcion.

En programacion lineal, hay métodos que facilitan la localizacion de estos
puntos. Entre estos tenemos el método de solucion grafica en el que se puede
demostrar que el valor maximo o minimo se encuentra en un vértice de la
region factible R.

Si la linea de la funcion objetivo 6ptima coincide con uno de los lados de
la region factible, entonces existen soluciones Optimas alternativas en las que
mas de una solucidn proporciona el valor 6ptimo para la funcién objetivo. En
general, un problema de programacion lineal con soluciones dptimas alterna-
tivas es una buena solucion, para el encargado de la toma de decisiones en la
empresa, ya que puede seleccionar varias combinaciones de las variables de
decision que optimicen el problema.
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Para la resolucion de los problemas utilizaremos GeoGebra un software ma-
tematico interactivo libre. GeoGebra permite el trazado dinamico de construccio-
nes geométricas de todo tipo, asi como la representacion grafica, el tratamiento
algebraico y el céalculo de funciones reales de variable real, sus derivadas, inte-
grales, etc.

Ejemplo 1

Dada la funcion objetivo z sujeta a las restricciones expuestas, hallar los va-
lores que maximicen la funcion.

Funcion objetivo: z =15x + 25y

) x+2y<10
2) x+0,75y <5
3) x=20

4) y=20

Restricciones:

El primer paso, es representar las restricciones en el plano cartesiano para
determinar la region factible, para ello utilizamos GeoGebra (ver figura 4.8):

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...
s [ e
NS Y P EHENEEE
v v v v v v v v v v
» Vista Algebraica X |» Vista Grafica B
Cuadrilatero
Punto 8
Recta
o fix+2y=10 g:x+0.75y=5
® g:x+0.75y =5 6
Segmento fx+2y =10
|
4
2
0
4 2 0 2 4 6 8 10
Entrada: v

Figura 4.8. Representacion de la region factible sujeta a las restricciones de ejemplo 1
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El segundo paso es determinar los valores de los vértices de la region factible
(ver figura 4.9):

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...
5 &
N =R N
v v v v v v v v v v
» Vista Algebraica X' | » Vista Grafica X
Cuadrilatero
Punto 8
® A=(0,0)
e B=(0,5) g:x+0.75y =5
® C=(2,4) 6
® D=(50
Recta 6.0 fix+2y=10 4B
o fix+2y=10 . C 4
® g:x+0.75y=5
Segmento
2
o |A D
4 ) 0 2 4 \é 8 10
Entrada: s

Figura 4.9. Determinacion de los vértices de la region factible de ejemplo 1

Como se puede ver en la figura 4.9, el software nos permite hallar los vértices
de la region factible.

Para el caso algebraico, a partir de la figura bien construida, se pueden deter-
minar las coordenadas de los vértices: 4(0,0) ; B (0,5)y D (5,0).

Para hallar las coordenadas de C debemos resolver el sistema:

I) x+2y=10
2) x+0.75y =5

por cualquiera de las técnicas vistas y obtendremos que C (2,4).

El tercer paso, hallar z =15x + 25y en cada uno de los vértices de la region
factible:

A(0,0) = z=15(0) + 25(0) = z =0
B(0, 5) = z =15(0) + 25(5) = z =125
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C(2,4) = z=15(2) + 25(4) = z =130
D(5,0) = z=15(5) + 25(0) = z = 75

En conclusion, los valores que maximizan la funcion objetivo sonx =2y y =4

Ejemplo 2
Dada la funcién objetivo z sujeta a las restricciones expuestas, hallar los valo-

res que minimicen la funcion.
Funcion objetivo: z = 4x + 4y

Restricciones: (1) 2x+2y =9
2) 2x+3y =10
3) x=20
4) y20

El primer paso es representar las restricciones en el plano cartesiano para
determinar la region factible, para ello utilizamos GeoGebra (ver figura 4.10):

Abrir sesion...

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

DR e ol PANNIEI e

» Vista Gréafica

» Vista Algebraica
Hexagono
Punto
Recta
@ fi2x+2y=9
@ g:2x+3y=10
Segmento

g:2x+3y=10

Entrada: v

Figura 4.10. Representacion de la region factible sujeta a las restricciones de ejemplo 2
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El segundo paso es determinar los valores de los vértices de la region factible

(ver figura 4.11):

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién...

[~ LA O] e N ]

» Vista Algebraica » Vista Grafica

Hexagono
Punto
~® A=(0,4.5)
~® B=(3.51)
~® C=(50)
D=(0,8)
E=(11.11,0)
F =(11.22, 8.01)
Recta g:2x+3y=10
@ f:2x+2y=9
- @ g:2x+3y=10
Segmento

Entrada: v

Figura 4.11. Determinacion de los vértices de la region factible de ejemplo 2

Como se puede ver en la figura 4.11, el software nos permite hallar los vér-
tices de la region factible. Para el caso algebraico, a partir de la figura bien cons-
truida se puede determinar las coordenadas de los vértices: 4(0,4.5) y C(5,0) .

Para hallar las coordenadas de B debemos resolver el sistema:
{ 1) 2x+2y=9
2) 2x+3y=10

por cualquiera de las técnicas vistas y obtendremos que B(3.5,1)

El tercer paso es hallar los valores de z = 4x + 4y en cada uno de los vértices

de la region factible:

A(0,4.5) = z=4(0) + 4(4.5) = z =18
B(3.5,1) > z=4(3.5) +4(1) > z =18
C(0, 5) = z = 4(0) + 4(5) = z =20
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Como podemos ver, aparentemente hay dos puntos que minimiza la funcion
objetivo, pero en realidad son todos los puntos del segmento AB, es decir, puede
seleccionarse varias combinaciones de las variables de decision que optimicen el
problema; esto sucediod porque la recta que representa la funcioén objetiva al ser
desplazada para hallar un punto que minimice el problema se encontré con dos
puntos 4 y By todos los que determinan el segmento AB (ver figura 4.12).

X

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...

k' X’ /./V A/' b.v ®V @' 4' .\.V ABC' iii' ‘%V ) -

» Vista Algebraica X | » Vista Grafica

Hexagono
Punto 8
® A=(0,45) f2x+2y=9
® B=(3.5,1) h:2x +2y[=9
® C=(50) 6
D=(0,8)
E=(11.11,0) A
F=(11.22, 8.01)
Recta g:2x+3y=10
o f:2x+2y=9
® g:2x+3y=10
® h:2x+2y=9 2
Segmento B

<«

Entrada:

Figura 4.12. Coincidencia de la recta que representa la funcion objetivo, con el lado AB
de la region factible

Ejemplo 3

Se desea fabricar dos productos 4 y B. Para la produccion de cada unidad, se
usan tres ingredientes X, Y, Z. En la elaboracién de una unidad del producto 4,
hay que usar cuatro gramos de X, 2,5 gramos de Yy uno de Z. Para elaborar una
unidad del producto B se requieren tres gramos de X, tres gramos de Yy dos de
Z. La utilidad unitaria del producto 4 es § 6 y del producto B es $ 5. Se dispone
de 2,4 kg del ingrediente X, 1,6 kg de Y y 0,9 kg de Z. ;Cuantas unidades de cada
producto se deben elaborar para aumentar al maximo las utilidades.

Solucion:

La tabla 4.7 resume los datos del problema planteado:
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Gramos requeridos | Gramos requeridos kg
Ingredientes para una unidad para una unidad disponibles
de 4 de B
X 4 3 24
Y 2.5 3 1.6
Z 1 2 0.9

Tabla 4.7. Resumen de ingredientes y gramos requeridos para la produccion y su
disponibilidad

Designemos con:
x = nimero de unidades del producto 4.
y =numero de unidades del producto B.

La venta de una unidad del producto A deja una gana de $ 6 y de una unidad
del producto B $ 5. La utilidad z obtenida al producir x unidades de 4 y y unida-
des de B es z = 6x + 5y, a esta se le conoce como funcién objetivo.

Las restricciones del problema estan representadas en las siguientes inecuaciones:

(1) 4x+3y <2400
2) 2.5x+3y <1600
{3) x+2y<900

4) x=0

kS) yz0

Con GeoGebra, el primer paso es graficar las restricciones como ecuaciones
y hallamos los puntos de corte de las rectas que bordearan la region factible. La
ventana de GeoGebra nos muestra la Vista Algebraica y Vista Grafica con los
resultados y graficos respectivamente (ver figura 4.13).
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...
53 8 = o 7 2 N [ o
» Vista Algebraica » Vista Grafica
Pentagono b a
Punto 800
—~® A=(0,0)
@ B=(0,450) c
@ C=(250, 325) 00
—~® D=(533.33, 88.89)
® E=(600,0)
Recta 400 o 4

@ a:d4x+3y=2400
@ b:2.5x + 3y =1600

® c:x+2y=900 2001

A
-400 -200 0 200 400 6 800 00 1200
-200

Figura 4.13. Representacion de las restricciones del ejemplo 3

Entrada:|

La siguiente ventana de GeoGebra nos muestra la solucion del sistema de
inecuaciones, a esta region se le conoce como region factible R.

Los valores de los vértices de R serviran para hallar el valor de la funcion
objetivo y determinar en cudl de estos vértices la funcion se maximiza o minimiza
segun sea el caso del problema planteado (ver figura 4.14).

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...

IR GNP =]

» Vista Algebraica » Vista Grafica

Pentagono b
Punto

® A=(0,0)

® B=(0,450)

@ C=(250, 325)
@ D=(533.33, 88.89)
°
R

E = (600, 0)
ecta

@ a:dx+3y=2400
® b: 2.5x + 3y = 1600
® c:x+2y=900
Segmento

Entrada:

Figura 4.14. Determinacion de los vértices de la region factible de ejemplo 3
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El valor maximo de z. Lo encontraremos en cualquiera de los vértices de R. Los
valores de en cada uno de los vértices de R se muestran a continuacion:

A4(0,0)=z=6(0)+50)=>2z=0
B (0,450) = z = 6(0) + 5(450) = z = 2250

C (250, 325) = z = 6(250) + 5(325) = z = 3125

D (533.3, 88.89) = z = 6(533) + 5(89) = z = 3643
E (600, 0) = z = 6(600) + 5(0) = z = 3600

Para el célculo de z, en el punto C, se tomam los valores enteros redondeados,
dado que estos representan unidades de productos, que no pueden ser valores deci-
males. Para maximizar la utilidad, se deben elaborar 533 unidades del producto 4 y
89 del producto B.

Ejemplo 4

Un fabricante de equipo y accesorios para golf produce dos modelos de bolsas de
golf, las bolsas modelo uno tienen una utilidad de $ 35 y las de modelo dos, una utilidad
de $ 25. Los tiempos requeridos para la produccion se muestran en la tabla 4.8.

Producto Tiempo de produccion (horas) Utilidad por
Corte y Costura Terminado | Inspecciony | bolsa ($)
teflido empaque

Modelo 1 7/10 1/2 1 1/10 35

Modelo 2 1 5/6 2/3 1/4 25

Tabla 4.8. Resumen de los tiempos de produccion y la utilidad por bolsa y por modelo

El director de manufactura estima que, durante los siguientes tres meses, estaran
disponibles 630 horas de tiempo de corte y tefiido, 600 horas de tiempo de costura,
708 horas de tiempo de terminado y 135 horas de tiempo de inspeccion y empaque
para la produccion de las bolsas de golf. ;Cuantas bolsas de cada modelo se deben
producir para maximizar la utilidad?
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Solucion:

Designemos con:
x =namero de bolsas modelo uno
¥ =numero de bolsas modelo dos

Segun el enunciado del problema, las bolsas modelo uno dejan una utilidad
de $ 35 y las de modelo dos, una utilidad de $ 25. Por lo tanto, la utilidad z ob-
tenida al producir x unidades del modelo uno y y unidades del modelo dos es z =
35x + 25y, a esta se le conoce como funcion objetivo.

Las restricciones del problema estan representadas en las siguientes inecuaciones:

(7
) —x+v<630
) TR

1 5
2) —x+=y<600
)2 e/
2
<{3) x+§ys708

1 1
4) —x+—y<135
TR
5) x=20
L 6)y20

Utilizando GeoGebra, el primer paso es graficar las restricciones como ecua-
ciones Yy, utilizando el software, hallamos los puntos de corte de las rectas que
bordean la region factible, la ventana de GeoGebra nos muestra la Vista Algebrai-
cay Vista Gréfica con los resultados y graficos respectivamente (ver figura 4.15).
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...
s> [ e

IR SEEE
» Vista Algebraica » Vista Gréfica X

Punto b

® A=(0,0) a

® B=(0,540) d

® C=(300, 420) 600

® D =(540, 252)

® E=(708,0)

Recta 400

® a:0.7x+y=630 \

® b: 0.5x +0.83y = 600

® c:x+0.67y=708 200

® d:0.1x+0.25y =135

0 E
200 o 200 400 600 Y \Noo
-200

Entrada:

Figura 4.15. Representacion de las restricciones del ejemplo 4

La siguiente ventana de GeoGebra nos muestra la solucion del sistema de
inecuaciones, conocido como region factible R, los valores de los vértices de R
servirdn para hallar el valor de la funcion objetivo y determinar en cudl de estos
vértices la funcion se maximiza (ver figura 4.16).

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...

‘kvxv/vjrvb'vG)v@vév‘.'Aacvgﬁ.% 5 | e

v vl

» Vista Algebraica X/ » Vista Grafica

Pentagono

Punto

® A=(0,0)

® B=(0,540)

@ C=(300, 420)

® D =(540, 252)

® E=(708,0)

Recta

® a:0.7x+y=630

® b: 0.5x +0.83y =600
® c:x+0.67y =708

® d:0.1x+0.25y =135
Segmento

Entrada:

Figura 4.16. Determinacion de los vértices de la region factible del ejemplo 4
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El valor maximo de z lo encontraremos en cualquiera de los vértices de R.
Los valores de z en cada uno de los vértices de R se muestran a continuacion:

A(0,0) = z=235(0) +25(0) = z=0

B (0,540) = z = 35(0) + 25(540) = z =13500

C (300, 420) = z = 35(300) + 25(420) = z = 21000
D (540, 252) = z = 35(540) + 25(252) = z = 25200
E (708, 0) = z = 35(708) + 25(0) = z = 24780

Para maximizar la utilidad, se debe elaborar 540 bolsas del modelo 1 y 252
del modelo 2, obteniéndose una utilidad de $ 25200.

EJERCICIOS PROPUESTOS 4.6
Dada la funcidn objetivo z sujeta a las restricciones expuestas, halle los valo-
res que minimicen o maximicen segun sea el caso.

1) z=40x +30y, maximizar 2) z =2x +3y, minimizar

Restricciones

1) 0.4x+0.5y <20
2) 0.6x+0.35y <21
3) 0sx<25

4) y20

3) z=2x + 2y, minimizar
Restricciones

(1) x+3y <12
2) 3x+y=13
$3) x-y<3
4) x=20

\5) y=z0

Restricciones

1) x+y =350
2) 2x+y <600
3) x 2125

4) y20

4) z =2400x +1800y, maximizar

Restricciones

1) 6x+3y <21000
2) 2x+2.5y <1000
3) x=20

4) y <280
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5) z = 8x +8y, maximizar
Restricciones

(1) x+1,5y <900
2) 0,5x+0,333y <300

6) z=0,12x + 0,9y, maximizar
Restricciones

1) x+ y <50 000
2) 0.006x + 0,004y < 240

$3) 0,125x+ 0,25y <100 3) x 23500
4) x=20 4) y <6500

7) z=0,02x + 0,025y, minimizar 8) z=10 000x +8000y, minimizar

Restricciones Restricciones
(1) 2x+1.5y21.7
+
2) 2x+3y <28 D x+yz25
2) x<8
{3)4x+3y<3.6
4) x20 4) y=10
5 >0
\ )y
9) z=10,30x + 0,5y , maximizar 10) z = 4x + 6y , minimizar
Restricciones Restricciones
(
2) 2x+3y <28 2) 2x+3y 210
{3)4x+3y<3,6 3) x20
4) x=20 4) y>0
KS) y=20

PROBLEMAS DE APLICACION

1. Un fabricante de computadores produce dos tipos de modelos 4 y B. Para
satisfacer la demanda, la produccion diaria del modelo 4 debe estar entre 500 y
2000, y entre 3000 y 5000 para el modelo B. No se puede producir mas de 6000
computadores diarios. En un computador de modelo 4 se obtiene una utilidad de
$ 150 y en el modelo B, $ 120.
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(Cuantos computadores de cada modelo deberan fadlriddrssetaday dibpses
maximizar la utilidad?

Sol. 2000 de modelo 4 y 4000 del B

2. Un agricultor desea producir entre 20 y 65 hectareas de papas y maiz. El
costo de la semilla por hectarea es $ 50 para papas y $ 80 para maiz. El costo de
produccién por hectarea de papas asciende a $ 350 y, por hectarea de maiz, es de
$ 200. El ingreso esperado es $ 1000 por hectarea de papas y $ 750 por hectarea
de maiz. El dinero disponible para semilla es $ 4900 y para produccion, $ 18 000.

(Cuantas hectareas de papas y maiz debe producir obtener la méxima utilidad?

Sol. 33 hectareas de papas y 32 de maiz

3. Una tienda planea vender pasteles de chocolate y vainilla. Para la adqui-
sicion, dispone no mas de $ 200. Los pasteles de chocolate cuestan $ 4 c/u y los
de vainilla $ 3. El tendero planea vender los pasteles de chocolate a $ 5 y los de
vainilla a $ 4.

Por experiencia, sabe que no venderd mas de 60 pasteles y, que, en stock,
debe tener hasta 35 pasteles de chocolate y 45 de vainilla. ;Cuantos pasteles de
cada sabor debe vender para maximizar la utilidad? ;Cual es la utilidad maxima?

Sol. 15 pasteles de chocolate y 45 de vainilla o 20 de chocolate y 40 vai-
nilla; la utilidad maxima en los dos casos seria de $ 60.

4. Una compaiia de transporte interprovincial desea comprar, entre busetas y
buses, al menos tres vehiculos. Para la compra, dispone de $ 480 000 y para el mante-
nimiento mensual $ 1800. El costo de una buseta es de $ 40 000 y su mantenimiento
mensual es de $ 100. El precio de un bus es de $ 60 000 y su mantenimiento mensual
es de $ 300. Las busetas tienen una capacidad de 25 pasajeros y los buses de 45.
(Cuantos buses y busetas se tienen que comprar para maximizar la capacidad de
pasajeros?
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5. Una avicola desea criar, a lo sumo, 800 gallinas de las variedades 4 y
B. El costo diario para la variedad 4 es $ 0,15 por gallina y, de la variedad B
es de $ 0,12 por gallina, y el costo total no debe pasar de $ 4500. Al término
de 40 dias, un ave de la variedad 4 costara $ 7,5 y una de la B, $ 6. ;Cuantas
gallinas de cada especie se deben criar para maximizar la utilidad? ;Cual es
la utilidad?

Sol. 500 de 4 y 300 de B, utilidad $ 1050

6. En una fabrica, se construyen dos tipos de juegos de comedor, mo-
derno y estandar. Se dispone de 100 m? de tableros de madera especial. Los
modernos necesitan 5 m? de tablero y el estandar, 4 m?. Se debe construir al
menos cinco juegos de comedor moderno, y el nimero de juegos estandar
debe ser el doble del nimero de modernos. Si la ganancia por cada juego de
comedor moderno es de $ 100 y por cada estandar, de $ 85. ;Cuantos juegos
deben fabricarse de cada tipo para obtener el maximo beneficio? ;Cudl sera
el beneficio?

Sol. 5 modernos y 19 estandar, el beneficio es $ 2115

7. Un empresario fabrica camisas y pantalones para jovenes. Para hacer
una camisa se necesitan 1.5 metros de tela y ocho botones, y para hacer un
pantalon hacen falta dos metros de tela, tres botones y una cremallera. La
empresa dispone de 1200 metros de tela, 280 cremalleras y al menos 1000
botones. El beneficio que se obtiene por la venta de una camisa es de $ 35y
el de un pantalon es de $ 45. Suponga que se vende todo lo que se fabrica.
Calcule el nimero de camisas y de pantalones que debe confeccionar para
obtener el maximo beneficio y determine este beneficio maximo.

Sol. 317 camisas, 283 pantalones, $ 23 830 de beneficio

8. Un negociante dispone de $ 15 000 para comprar dos tipos de relojes
Ay B. Los del tipo 4 1o compra a $ 80 y los vende a § 120, mientras que los
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del tipo B, los compra a $§ 100 y los vende a $ 150. Sabiendo que no puede
comprar mas de 160 relojes. ;Cuantos de cada tipo debera adquirir para que
el beneficio que obtenga sea maximo? ;Cual serd el beneficio?

Sol. 50 relojes 4, 110 relojes B; el beneficio es $ 22 500

9. Un nutricionista desea comprar dos tipos de alimentos X'y Y para asegu-
rarse al menos 8 g de carbohidratos y 60 de proteinas. El alimento X contiene 1 g
de carbohidratos y 9 g de proteinas; el alimento Y contiene 1 g de carbohidratos
y cinco de proteinas. Si el alimento X cuesta $ 12 por frasco y el Y'$ 8. ;Cuantos
frascos de cada alimento deben comprarse para minimizar el costo?

Sol. Se deben comprar cinco frascos del alimento Yy 3 de X

10. Un agricultor desea comprar dos marcas de fertilizantes F'y E que con-
tienen tres nutrientes: X, Yy Z. Los minimos necesarios son 120 gde X, 150 g
de Yy 100 de Z. Una bolsa de la marca F cuesta $ 15, contiene 3 g de X, 5 de
Yy 2 gde Z. Una bolsa de la marca E cuesta $ 10, contiene 2 g de nutriente X
y Y,y 3 gde Z. Si el agricultor desea minimizar los costos, ;cuantas bolsas de
cada marca debe comprar? ;de cuanto es el gasto minimo?

Sol. El agricultor tiene varias combinaciones de compra, el gasto mini-
mo es de $ 600
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CAPITULO 5 RELACIONES Y FUNCIONES

5.1. Producto cartesiano par ordenado

Un par ordenado es un conjunto de dos elementos a y b , que lo denotamos
por (a , b) . Al elemento a se lo denomina primera componente o abscisa y b es
la segunda componente conocida como ordenada.

Se debe recordar que, no es lo mismo (a , b) que (b, a)

Definicion 5.1. Sean 4 y B dos conjuntos cualesquiera. Se define el producto
cartesiano entre A y B , y se denota por 4 x B, al conjunto:

AxB={(a,b)/a€Aybe€B}

Ejemplos

Dados los siguientes conjuntos, hallar el producto cartesiano.

1.A={-1,0,2}y B={-3,-2, 4}
A x B={(—1,-3); (=1,72); (=1,4); (0,-3); (0,-2); (0, 4); (2,-3); (2,72); (2,4)}

2.C={a,b,c}yD={-1,2,3}
CxD :{(a:_l); (avz); (393); (b’_l); (b,Z), (b93): (C’_l); (C:Z); (0’3)}

REPRESENTACIONES DEL PRODUCTO CARTESIANO
1. DIAGRAMAS DE VENN

El producto cartesiano se representa utilizando los diagramas de Venn, por
ejemplo:
a. Sean los conjuntos P={2, 3,4} yQ={a, b, c }. El producto de Px Q se

representa en la figura 5.1.
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Figura 5.1. Representacion de P x QO Figura 5.2. Representacion de 4 x B

b. Sean 4 ={1, 2,3} y B={—1, 0, 1}. 4 x B se representa en la figura 5.2.
2. PLANO CARTESIANO
El producto cartesiano entre dos conjuntos se representa en el plano cartesiano:

a. Sean los conjuntos 4 ={—3,—1, 1,4} y B={-2, 0, 2}. El producto de AxB se
representa en la figura 5.3.

34 A
3
o o 2 o ) o)
1 14
< 0 o < 0 >
4 3 2 -1 (01 2 3 4 2 1 0 4 2 4
14 1
° o -2 ° ° 21
3
-3Y \
Figura 5.3. Representacion de 4 x B Figura 5.4. Representacion de C x D

b. Sean los conjuntos C = [-1,3] y D = [-3,3] . La representacion de C x D,
ver en figura 5.4.

C.SiE={x€R/-3<x<-102<x<5}yF=xeR/-5<x<-30-1<x<l1}

la representacionde Ex F=P, P, P, P, verenfigura5.5.
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P1 p2

P3 1 P4

Figura 5.5. Representacion de E x F

5.2. Relacién

Definicion 5.2. Sean 4 y B conjuntos cualesquiera y distintos del vacio. Una

relacion de 4 en B es un subconjunto de 4 x B.
Ejemplo 1

Sea P ={2, 3, 4, 6} y O ={4, 6, 8}. Definamos las siguientes relaciones entre
PyO.

a. R, ={(x,y)/x es la mitad de y}

Las parejas que cumplen con la condicion de R, se representan en el diagra-
ma de Venn (ver figura 5.6).

Figura 5.6. Representacion de la relacion R, Figura 5.7. Representacion de la relacion R,
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b. R, = {(,1) /x=1}.
Las parejas que cumplen con la condicion de R, se representan en el diagra-
ma de Venn (ver figura 5.7).

c. R, ={(x,y)/xes divisor de y} .
Las parejas que cumplen con la condicion de R, se representan en el diagra-
ma de Venn (ver figura 5.8).

P Q

Figura 5.8. Representacion de la relacion R, Figura 5.9. Representacion de la relacion R,

d. R,={(x,y)/x es menor que y} .

Las parejas que cumplen con la condicion de R, se representan en la figura 5.9.

e. R={(,y)/y=x+2}.
Las parejas que cumplen con la condicion de R, se representan en la figura 5.10.

P Q

Figura 5.10. Representacion de la relacion RS
Ejemplo 2

Sean los conjuntos 4 ={—2, 3,0, 5}y 4 ={4, 0,9, 10} . Definamos las siguien-
tes relaciones entre 4 y B.
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a.R, = {(x.)/y=x)
Las parejas que cumplen con la condicion de R, se representan en el diagra-
ma de Venn (ver figura 5.11).

b.R, = { (x.3) /y =24}
Las parejas que cumplen con la condicion de R, se representan en el diagra-
ma de Venn (ver figura 5.12).

A Ri B A R> B
2 — %) —
0 - 0 >0
3 =9 3 >
5 10 5 10
Figura 5.11. Representacion de la relacion R Figura 5.12. Representacion de la relacion R,

NOTA: una relacion de 4 en A se llama una relacidon en 4.

Definicion 5.3. Sea R una relacion de 4 en B. Se define el dominio de una
relacion como: Dom R={x € 4/ xRy, y € B}.

El recorrido de una relacion se define como: Rec R ={y € B/ xRy, x€A} .
Dado que la relacion R esta definida de 4 en B, se cumple que:

Dom Rc AyRecRCB

Ejemplos.

1. El dominio y el recorrido del ejemplo 1 literal a es:

Dom R={2,3,4}yRecR,={4,6,8}
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2. El dominio y el recorrido del ejemplo 2 literal b es:

Dom R,{0,3,5}yRecR, {0,6,10}

3. Hallar el dominio y el recorrido de la relacion:
R={(x,y)/x*+)y* <16 yx* —)* >4}
Dom R =[-4,-2] U[2,4] y Rec R =[-2.4,-2.4]

Su representacion se grafica en la figura 5.13.

4. Hallar el dominio y el recorrido de la relacion:

11
R={(x,y)/ y= <
{(x wiyzxy y x2+2}

Dom R =[-1.9,1.9] y Rec R = [0, 5.5]

Su representacion ver en figura 5.14.

4
4 6]
31 5
(-3.2,2.4)C D (3.2,2.4)
2 4
1_
— —2 > 3
0
6 -5 -4 3 '1_1_ 1 6 (-1.9,1.9)A 21 B(1.9,1.9)
(32-2.4) A 2] 4
-3 - —————
4] 6 5 -4 -3 21 [©1 2 3 4 5 6
14
Figura 5.13. Representacion de la relacion R Figura 5.14. Representacion de la relacion R

5.3. Funciones

Definiciéon 5.4. Una funcion f definida de un conjunto 4 en un conjunto B,
denotada por f:4—B, es una regla que asocia a cada elemento x de 4 uno y solo
un elemento y de B, llamado imagen de x por f, y se denota y = f'(x) .
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De la definicion de /', se deduce que, si f es una funciéon, en f no pueden

existir dos pares ordenados con primeras componentes iguales.
Matematicamente, f es una funcion de 4 en B, si:

a) fC Ax B
b)(x, NESA(X, VEf=y=)

Ejemplos

Sean 4 ={-1,0, 2,7}y B={1, 0, 3, 8}

Determinar cuéles de las siguientes relaciones representadas en los diagra-
mas de Venn son funciones:

A ¢ B
-1 - 1
0 =0
2 \i 3
7 8
Figura 5.15. Relacion f'definida de 4 en B Figura 5.16. Relacion g definida de 4 en B

k
\ 7/

Figura 5.17. Relacién 4 definida de 4 en B Figura 5.18. Relacion k& definida de 4 en B

A f1 B A 2 B
b —_— 1 b — 1
c 0 c 0
e 8 e 8

Figura 5.19. Relacion f, definida de 4 en B Figura 5.20. Relacion f, definida de 4 en B
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Las relaciones representadas en la figuras 5.15, 5.16 y 5.17 son funciones
porque cumplen con las condiciones de la definicion.

La relacion representada en la figura 5.18 no es funcion porque el elemento e
€ A esta asociado con dos elementos.

La relacion de la figura 5.19 no es funcioén porque e € A4 esta asociado con
dos elementos de B, ademas d € A no esta asociado con ningtn elemento de B.

La relacion de la figura 5.20 no es funcidon porque ¢ € A4 estd asociado con
dos elementos de B.

Definicion 5.5. Sea funa funcion de 4 en B, al conjunto 4 se lo denomina
dominio de la funcién f'y se denota por Dom f= A.

Los elementos de B asociados con los elementos de 4, forman un conjunto
denominado recorrido de /', y se denota por Rec f. Es decir:

Recf={y€eB/3Ax€EA y=f(x)}

Ejemplos

1. Determinar el dominio y el recorrido de las siguientes funciones:

A B

Figura 5.21. Funcién f'definida de 4 en B Figura 5.22. Funcion 4 definida de 4 en B

En relacion con la figura 5.21, el dominio y recorrido esta dado por:

Dom f={-1,0,2,7}y Recf={0,3,8}
Con relacion a la figura 5.22, el dominio y recorrido esta dado por:

Dom h={-1,0,2,7}yRech={1,0,3,8}
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Con respecto a la figura 5.23, el dominio y recorrido esta dado por:

Domg={a,b,g,h}yRecg={-2,5}

=5 0 o

Figura 5.23. Funcion g definida de 4 en B

2. Sea la funcion f'(x) = 3x =2, hallar el dominio y el recorrido.

El dominio y el recorrido de f'es: Dom f=R y Rec f=R.

3. Dado f'(x) = —x? +1, hallar el dominio y el recorrido, ver figura 5.24.
El dominio de la funcion f'es: Dom f=R .

Para el recorrido de y = —x* +1 despejamos x , obteniendo x =+ v 1—y . Dado

que 1-y >0, obtenemos y < 1. Entonces Rec f=]-x,1] .
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B) ) )
N S =-x+1 b f(x)—z'x
- o Po2e x+1
4 3 2 A 1_0 N2 3 4 1
- 0 -
2 5 4 3 2 4 |1 2 32
-3 - -
4 24
-5 3
-64 44
Y Y

Figura 5.24. Gréafica de funcion ejemplo 3 Figura 5.25. Gréafica de funcion ejemplo 4

2-x
4. Dado f(x)= ~ 7 hallar el dominio y el recorrido (ver figura 5.25).
El denominador de la funcion racional debe ser diferente de cero, es decir:

x+tl£#0=>x£-1
Por lo tanto, Dom f=R —{—1}

2-x .
Para el recorrido de ¥ =ﬁ despejamos x :
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- 2_
p=2T L ) =2-x s a(ptl)=2-y > x=22
x+1 y+l

El denominador de la ultima expresion debe ser diferente de cero, por tanto:

Rec f=R —{—1}

-1+
5. Dado f(x) = > +)1c , hallar el dominio y el recorrido (ver figura 5.26).
X

A
. | 64
= *X 25 +x2
31 y= 44 = X
N 2x+1 Y="2+10
i 2]
T 0 - ™ -
T T T T T : 0 T T T T - < =
5 4 3 22 11_ 1 2 3 4 5 6 % > 0 2 il 6
2H 2+
3_
-4
4_
Y Y

Figura 5.26. Grafica de funcion ejemplo 5 Figura 5.27. Gréfica de funcion ejemplo 6

El denominador de la funcion racional debe ser diferente de cero, es decir:

2x+1#0 = x# —%

1
Por tanto, Dom f =R - {— 5}

Para el recorrido de y = despejamos x :

2x+1
-1+x -1-y
=— 2> xQ2y-D=-1-y =2 x=——=
Y o D@y 4 25-1
El denominador de la Gltima expresion debe ser diferente de cero, por tanto:
Rec f=R —{l}
2

_ 2
6. Dado f(x)= 225778 , hallar el dominio y el recorrido (ver figura 5.27).
x +
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El denominador de la funcion racional x*> +1# 0, Vx€R . Por lo tanto, Dom f=R.

Para el ido d f(x)=ﬂd '
ara €1 recorrido de x2+10 espejamosx .

S5+ ~25-10y
ST Py =-25-10y > x=+ |2 1Y
YT 0 &= 4 N\ y-1

. ., ~25-10y
Para hallar el recorrido, la expresion ? 20 _ Cada uno de los facto-

res de la expresion iguales a cero, y sus soluciones las ubicamos en la tabla 5.1,

para el analisis respectivo, es decir: —25-10y=0=>y=-25y y-1=0=>y=1

- © -2.5 * 1 o0
—25-10y + - o -
y—1 - - +
=25-10y
?20 - + -

Tabla 5.1. La tabla muestra el intervalo solucion de la desigualdad

La solucion de la desigualdad es [— 2,5, 1 [ . Por lo tanto Rec f=[2.5, 1]

-x*+3, xE]—OO,—Z[
7.Dado f(¥)={ x+1, x€[-22]
x' -5, x€]2,+oo[

Hallar el dominio y el recorrido (ver figura 5.28).

5 A
1 . 54
4 x*-5
3 4 Vx+7
3 3
2] x*-9
I x+1 4
S5x° 3
1 xS
~ T T T /0 T T T T ™ 32 8
5 4 3 -2/-1 1 2 3 4 5 - e
-1 -5.4.3V 1 2 3 4 5
2+3 2+ o
_2A
3y Y

Figura 5.28. Grafica de funcion ejemplo 7 Figura 5.29. Gréfica de funcion ejemplo 8

170




Jorge Tuapanta, Mg

El dominio de la funcion son todos los reales, es decir: Dom f=R .

El recorrido, que se puede deducir a partir de la grafica, son todos los nime-
ros reales.

-x*-9, xE]—OO,—Z[
) 5x? 3
8. Dado g(x) = 3—2+x+§, x€[-2,2]
Jx+7, x€]2,+ 00|

Hallar el dominio y el recorrido (ver figura 5.29).

El dominio de la funcién son todos los reales, es decir, Dom f=R .

El recorrido, que se puede deducir a partir de la gréfica, es el intervalo [—1, oo [.

EJERCICIOS PROPUESTOS 5.1

1. Dados los conjuntos 4 y B, halle AxB y BxA y represente en el plano car-
tesiano

a)d=1{-2,-1,2,3,6} y B=1{-2,-1,0,2,3,6}
b)A4=1-5,3]y B=1{-2,-1,1,2}
)A=15-21Y[25[y B={4,-1,3,7}
dA=1{3,-2,58y y B=1-7,-31Y [-1,2[Y [4,8]

2.SeaC=1{2,3,4,5,6} y D={4,6,7,8, 10, 12 } Defina las siguientes
relaciones entre C'y D, halle sus elementos, dominio y recorrido.

R ={(x,y)/y2x} b) R, {(x,y)/ [x-y[ 0}

¢) R={(x,y)/y seamiltiplo de x; d)R, = {(X,y)/x es menor quey }
)R, ={(X,y)/y=x+2} f) R, = {(x, y)/ x e y sean primos }
OR=1{(xy)/yx*-4} h) R, ={(x,»)/y=x’+2}

)R, ={(x,y) x* = y**+ x +y =0} DR =(xy) /Yy =x+6x+9}
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3. Construya las graficas y halle el dominio y recorrido de las siguientes

funciones.
_3x-5 _
a) f(x)_Sx—4 b) f(x)
_ x5 _
d) 0= Q) /@)

2
g) f(x)_m

) ore= 22 K) /(o=
m) £ (x) = 4"2_'59 n) f(x)=
f
-, x<-3
X
P) f(x)=3-x*  -3<x<4
2x+1, x>4
L

h) S =5

x—6 _xX*=2
-4 C) f(x)_xz_g
x —
x> +1 f) f(x)_x3 -2
3 1 X —_
1 ) roo= 21

/ 2+3 — X

;7_ D S Jx+3

x—1

AJx+5 _  —2x

w1 YT
-X+3, x< -2

qQ f(x)=3-x, -2<x<2
-x7, x>4

4. A partir de las graficas de las funciones, halle el domino y recorrido.

4.1 ] 4

Figura 5.30. Grafica de funcion ejercicio 4.1
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4.3

4.4

g4
61 y/=]2x2+ 6x- 3|
4\
2_
- T T 0 T T -
4 2 ) 4

Figura 5.32. Gréfica de funcion ejercicio 4.3  Figura 5.33. Grafica de funcion ejercicio 4.4

4.5 4.6
A . i
6 4
— X 5 v y:‘ 34
Y ‘x2—2 4 E x-1 2
3 T I P T T EEEET
21 E & T T T T Q T T T T T
oo/ 5 4 32 -1_1_0 1 2 3 45
€ T T T 0 r: T T T
5403 201400112 3 4 §
2 ' o
Y 4y

Figura 5.34. Gréafica de funcidn ejercicio 4.5

Figura 5.35. Grafica de funcion ejercicio 4.6

4.7 4.8
4A : 44
N =X : 3 y= x-1
2_ \/.x+3 i 2_ 2x+2
15 ; 11
- T T T 0 T T T T - - T T E T 0 T T T T -
S5 432,123 45 S o432 - P71 203 405
2 L/l
-3 -3
-4y -4y

Figura 5.36. Gréfica de funcion ejercicio 4.7  Figura 5.37. Grafica de funcion ejercicio 4.8
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4.9 4.10
A A
il 2x-3 15
1 x- .
6 f=2
4 X- 104
5 b x2+3‘
------------------- Borebessooooses e 107 YT X2
- T T T U T T T T T - T T "0 . T T T -
8 6 4 -22052 4 6 8 10 15 <10 300 s 10 15 20
47 2 5\
e , 107 |
-6Y | Yl

Figura 5.38. Gréfica de funcion ejercicio 4.9 Figura 5.39. Grafica de funcion ejercicio 4.10

5.4. Funcién inyectiva

Definicién 5.6. Sea f: 4— B una funcion, se dice que f'es inyectiva si y solo si:
Vxx,€A: x, #x,= f(x)# f(x)

También se dice que fes inyectivasi: V x,x, EA: f(x)= f(x)) >x =x,
Ejemplos.

1. Determine si las siguientes funciones, representadas en diagramas de
Venn, son inyectivas o no

A ¢ B A B
g = ) -
%
2 \i3
7 8

Figura 5.40. Funcion f'definidade 4 en B Figura 5.41. Funcion g definida de 4 en B

La funcion £, de la figura 5.40, no es inyectiva, porque los elementos -1y 7
tienen la misma imagen.

La funcién g, de la figura 5.41, no es inyectiva ya que los elementos -1 y 0
tienen la misma imagen, al igual que 2 'y 7.
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2. Determine si la funcién f:R — R/ f(x) = 2x —3 es inyectiva o no.
Para que f'sea inyectiva, debe cumplir que: f(x,) =/ (x, ) = x, = x,

En efecto: 2x, 3=2x,-3=>2x, =2x,>x, =X,

3. Determine si la funcion, f:[-2,+o[—R / f(x) =vx + 2 es inyectiva o no.
Probemos que: f(x,) = f(x,) = x, = x,

En efecto:\/x1+2 =Vx, +2 = x1+2 =x,t 2= X, =X,

4. Determine si la funcion f: R—R / f(x) = 2x* —3 es inyectiva o no.
Veamos si: f(x,) =1 (x,) = x, =x,

En efecto: 2x? -3=2x%-3 = x? =x?, =[x | =|x,|

De la ultima expresion: X, =X, o X = —X,, esto significa / no es inyectiva.

NOTA: graficamente, se puede determinar si una funcién es inyectiva o no,
trazando rectas paralelas al eje x. Si alguna de estas cortas la grafica de la funcion
en dos 0 mas o puntos, la funciéon no es inyectiva. Si toda recta paralela al eje x
corta a la grafica en un solo punto o no lo corta, la funcion es inyectiva.

Ejemplos
_A } /
e e L/ /
Figura 5.42. Fl;nciin finyectiva Figura 5.43. Funcion g inyectiva
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/f\\//...~ N/

Figura 5.44. Funcion 4 no inyectiva Figura 5.45. Funcion / no inyectiva

5.5. Funcién sobreyectiva

Definicién 5.7. Sea f 4— B una funcion, se dice que f'es sobreyectiva siy
solosi: Vy € B3 x €4 tal que y=f(x).Es decir, fes sobreyectiva si no existe n
en B elementos que no sean imagenes de algin elemento de 4.

Ejemplo.

1. Determine si las funciones, representadas en diagramas de Venn son so-
breyectivas o no.

A B
f A B

Figura 5.46. Funcion f'definida de 4 en B Figura 5.47. Funcion f'definida de 4 en B

La funcion £, de la figura 5.46, no es sobreyectiva, porque 1 € B no esta aso-
ciado con ninglin elemento de A. La funcion f, de la figura 5.47, si es sobreyectiva.

NOTA: la funcién f* es sobreyectiva si se demuestra que el recorrido de f'es
igual al conjunto de llegada, es decir, Rec f= B
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Ejemplos

Determine si las siguientes funciones son sobreyectivas, en el caso de no
serlas, restringa el conjunto de llegada, de la definicion de la funcion, para que
s lo sea.

1. f:[-2,400[— R/ f(x) =vx + 2

Dey=vx+2=x=)?—2.Elrecorrido de fes Rec f=R. Como el recorrido
es igual al conjunto de llegada, f'es sobreyectiva.

1 1
2. Seaf-]R_{‘l,l}—>]—00,O[U[2,+OO[/f(x)_E ;

1 .
o1 despejamos x :

1
Para hallar el recorrido de: v =——

x+1
- -2+
e | i G e
x+1 x-1 (x+1)(x-1) y
Para que la raiz exista: 2ty >0
Yy
- ® 0 2 + o
—2+y _ _ L +
Y - o) + +
2ty n ) i
y

Tabla 5.2. La tabla muestra los intervalos de solucion de la inecuacion.

La solucion de la desigualdad es ]—o0,0[ U [2,+00]

Por lo tanto, el recorrido de f'es: Rec f=]—0,0[ U [2,+00[ . Verifique la solu-
cion obtenida analizando la grafica de la funcion (ver figura 5.48).

Finalmente, como el recorrido es igual al conjunto de llegada, f es sobreyectiva.
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' A
SV SR
Ll TR ko
6 4 N 4 6
121
|

Figura 5.48. Grafica de funcion del ejemplo 2

X 3-x
3. Sea f:R-{-3,0} eﬂ%/f(x)—m+7

i +3—x ﬁyx()c-i-_°>)=)(2-|—9—x2

X 3-x .
De y=——+=—=_ despejemos X : y=
y +3 x PE) y

x x+3
obteniéndose = ~ ¥V +36y , por la raiz, 9y* +36y >0 y 2y #0

2y
Analicemos la inecuacion: 9y? +36y>0 =9y (y +4) >0

- o9) - 4 0 + 0
y - - b +
y+4 - ® + +
y(y+4) + - +

Tabla 5.3. La tabla muestra los intervalos de solucion de la inecuacion

La solucion de la desigualdad es: |—o0,—4] U ]0,+o0[

Por lo tanto, el recorrido de f'es: Rec f=]—o,—4] U ]0,+o0[ , constate su so-
lucion analizando la grafica de la funcion (ver figura 5.49).

Finalmente, como el recorrido no es igual al conjunto de llegada de /', ésta

no es sobreyectiva.
Para que f'sea sobreyectiva, debe estar definida de la siguiente manera:

R —{-3,0}—]—00,—4]U]0,+oo[
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H 84
6
P4 - X 3-x
5 24 Y x+3 X
Bl T T rJI ™ 0 T ™ T T L
L10 -8 -6 -45-2202 4 6 8 10
41

1

Figura 5.49. Grafica de funcion del ejemplo 3

4. A partir de la grafica de la funcion, halle domino, recorrido y determine si
es inyectiva o sobreyectiva.

4.1 A partir del andlisis de la grafica de la funcion (ver figura 5.50), el domi-
nio de la funcion son los reales y el recorrido el intervalo [— 4, 4 |

Por la grafica la funcidn es inyectiva. Para que sea sobreyectiva la funcion
debe estar definida de la siguiente manera: f: R — [—4,4]

61 l
y=|x+2|-|x+2 N ==X
4 34 Y= ‘
5 x+3
| l
0 ; 4
§ T 7 0 ! T j - T E T T ) - ! ) ™
6 -4 2 / 246 5 4 B -2 -1_1_0 1 234 5
-4 21
) : -3
-4y

Figura 5.50. Grafica de funcion del ejemplo 4.1 Figura 5.51. Grafica de funcion del ejemplo 4.2

4.2. A partir del analisis de la grafica de la funcion (ver figura 5.51), el domi-
nio de la funcion es el intervalo |3, oo [ y el recorrido es de [0, o [

Por la grafica, la funcion no es inyectiva; para que sea sobreyectiva, la fun-
cion debe estar definida de la siguiente manera: f: |—3, oo [ —[0, o [
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5.6. Funcién biyectiva

Definicion 5.8. Sea /: 4— B una funcion, se dice que fes biyectiva si y solo
si, es inyectiva y sobreyectiva.

Ejemplos

1 1 -1+x
R4 ~>R-9= =
1.Sea f { 2} {2} con f(x) o

. . . 1 .
Veamos, si es inyectiva, probemos que: ¥x,,x, € R - {— 5} () =f(x,) = x, =x,

-1+x, -1+x
x)=f(x,) © L= 2
)=/ & S =h=s

(—1+x,)(2x, +1) = (= 1+ x,)(2x, +1)

—2x2+ X, = —2x1 Tx, & —3x2 = —3xl S x, =X,

Para probar la sobreyectividad, el recorrido de f'debe coincidir con el conjun-
-1+x _ -1- y

2x+1 2y-1"

por lo tanto el Rec f =R - {%}

to de llegada. De ¥ = despejamos la variable x , y se obtiene x

Como el recorrido de la funcion coincide con el conjunto de llegada, la fun-
cion f'es sobreyectiva. En conclusion, la funcion es biyectiva (ver figura 5.52).

1 ]
_ -1+X
2X+1

n

f)=-x+1

o

234

N
w
'
NS
=
o

>d b ok

Figura 5.52. Grafica de funcion del ejemplo 1 Figura 5.53. Grafica de funcion del ejemplo 2
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2.Seaf: R—]—w,1] conf(x) = —x*+1

Veamos si es inyectiva, probemos que: VX, ,x, E R: f(x)=f(x) =x =x,

f(xl)Zf(x)=>—x21 +1=—x22+1 =>x2l =x22=> lx,| = |x,| = x,=x,0 x,=—x,

Entonces, la funcion no es inyectiva. Para la sobreyectividad determinamos
el recorrido. Si este coincide con el conjunto de llegada, la funcion sera sobre-
yectiva.

Para el recorrido de y = —x* +1, despejamos x, obteniéndose x = =V 1—y
Como 1-y >0, implica que y <1. Entonces el Rec /= |—o,1] .

Dado que el recorrido de f coincide con el conjunto de llegada de 1, se con-
cluye que f'es sobreyectiva. Como f'no es inyectiva, pero si sobreyectiva, enton-
ces fno es biyectiva (ver figura 5.53).

NOTA: para que la funcion f(x) = — x? +1 sea inyectiva, se puede restringir
el dominio (conjunto de salida) de la siguiente manera (ver figuras 5.54 y 5.55).

Restriccion 1: f: [0, + oo —]—o0, 1]

Restriccion 2: f: [- 00,0 [ —]—o0, 1]

|

=N W b

fx)=-x*+1

|

rnl oL

f@)=-x+1

1232456

2
-3 3

1 23 456

Figura 5.54. Grafica de funcion con la restriccion 1

Figura 5.55. Grafica de funcion con la restriccion 2

Cualesquiera de las restricciones realizadas, garantiza la biyectividad de la funcion.
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5.7. Funcién inversa

Definicion 5.8. Sea f: A—B una funcion biyectiva, definimos la funcién in-
versa de f'como la aplicacion /! : B—A (ver figura 5.56).

Figura 5.56. Representacion de la ley £y su inversa

Ejemplos

Dadas las siguientes funciones, hallar su inversa.
1. Sea f={(1,4); (2,5); (3,6); (4,7); (5,8)} una funcion biyectiva.
Su inversa es: f ' ={(4,1); (5,2); (6,3); (7,4); (8,5)}

2. Sea g ={(2,7); (3,8); (4,9); (5,10); (6,11)} una funcién biyectiva.
Su inversa es: g7 ' ={(7,2); (8,3); (9,4); (10,5); (11,6)}

3. Sea f: R—R definida por f'(x) = x —5. Determina su inversa.

Se puede demostrar con facilidad que f'es biyectiva; por tanto, admite inver-
sa. La misma que la obtenemos despejando x de y = x —5 . Por tanto, su inversa

es: f'(y) =y +5
Para construir la grafica de la funcion inversa, se debe cambiar x por y, es
decir, graficamos f'(x) = x +5 (ver figura 5.57).
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flw=x

L £ N ®
.

-12-10 -8

_'7'(6 § 10 12
v fx)=x-5

Figura 5.57. Grafica de funcion inversa de ejemplo 3 Figura 5.58. Grafica de funcion inversa de ejemplo 4

1 1

4. Seafi]R‘{—E} _)R_{E} con f(x)=

-1+x
2x+1

Como ya se demostr6 anteriormente, la funcién dada es biyectiva (ver figura
5.58). La funcion inversa de festa definida de la siguiente manera:

-1, __l SR- l SN
TR {2} R {2} tal que f'(x) 5o

x-1
5. Sea f:[0,+00[—]—0,1] con f(x) = —x* +1
Con las condiciones dadas la funcion es biyectiva. Su inversa esta definida como:

f ], 1]—[0,+o[,con f(x)=VI1—x (veren figura 5.59).

41 4k
3 o ’
\2‘: :':'l ,:
Floy=v1-x T f)=x+1 M .»
6-5432-1-] 23456 6543200423456
'0"_ 1 0'_ _1
2 f)=-x*+1 /; S =vl-x
-4 -4

Figura 5.59. Grafica de funcion inversa de ejemplo 5 Figura 5.60. Grafica de funcion inversa de ejemplo 6
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6. Sea f:[-0,0 [>]—o0,1] con f(x) = —x* +1
Con las condiciones dadas, la funcion es biyectiva. Su inversa esta definida como:

f1i]0,1]—>]—0,0[ , con f!(x) = —v1—x, (ver en figura 5.60)

NOTA: las graficas de f'y /! son simétricas con respecto a la recta y = x

5.8. Funcién compuesta

Definicion 5.9. Sean 4, B 'y C subconjuntos de R y las funciones: f': A—B
talque y=f(x)yg: B—Ctal que z=g(y) . La funcion g o f: A—C es la funcién
definida por (g o f)(x) =g (f(x)) (Ver figura 5.61).

NOTA: la condicidn necesaria para que exista g o f'se lee “ g compuesta con
/7, es que el conjunto de llegada de f'tiene que ser un subconjunto del conjunto
de salida de g, es decir: Rec () € Dom ( g) (ver figura 5.61).

h(x) = g(f(x))

Figura 5.61. Representacion de la composicion de funciones
Ejemplos

1.Sif(x)=3x*2ygx)=x+x—2,halle go f yfo g siexisten.
Primero hallemos dominios y recorridos de las funciones dadas:
Dom =R, Dom g=R,

Rec f=[-2,too[ y Recg=R.

Como Rec (f) S Dom(g)yRec(g)< Dom (f)existengofyfog
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(g0 F)(x) = g( £ ()= 23> —2) = (3> —2)° +(3x> —2) —2 = 27x* —54x* +39x> —12
(f o 2)(0)=F (2(x)=f (F+x—2)=3 (¥’ +x—2)>~2 = 27x* +18x°> —33x> —12x-+10

1 1
2.Si f(x)zm"‘; y gx)=vx*+2hallegeofy fogsiexisten.

Primero hallemos dominios y recorridos de las funciones dadas:

Dom f=R—{—1,1}, Dom g =R,
Rec f=]-0,0[ U [2,+00] y Rec g =[2,+o0]

Como Rec (f)S Dom(g)yRec(g)< Dom (f)existengofyfog

(gef)Xx)=g(f(x)= g(1—+ L)= \/(1—+L] +2

x+l x-1 x+l x-1
000 = 1) =/ (42 )= e s P

b

) 2, ‘X‘S2 5-x° x <3 L
3. Sif(x)= g(x)= halle g o f'y f'o g si existen.
-1, ’x‘>2 -1, X >3

Hallemos dominios y recorridos de las funciones dadas:
Dom f=R Dom g =R
Rec f= {—1,2} y Rec g ={-22,32}

Como Rec (f)S Dom(g) y Rec(g)<S Dom(f) existen gofyfog.

Determinemos g o f

5- (), |f(0)]s3

of = =
(gof)®=g(f(x)=4_ ) )3
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(5- 22, 2|<3A <2
(gofhn=glrm)={> "> 3R>

-1, 2[>3

L 2>3

Como |2|<3 y |—1| <3 son verdaderosy |2| >3 es falso, entonces:

(g o f)(x) = {_ 5 ‘x‘ = , su grafica (ver en figura 5.62).
6, ‘x‘ >2
A
6 o 6 o0
4_

Y

%5 4321 P12 3 456
. 13

4] *

Figura 5.62. Representacion grafica de la composicion g o f

Ahora determinemos fo g

2, g(x)| <2
(fog)(x)=f(g(x))={

-1, g(x)>2

2, ‘5—x3‘52 N
(fog)(x)=f(g(x))= 2, \—l\sz A \x\>3

-1, 5-x°[>2 A |x<3

-1, F1>2 A |x[>3
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La solucién de |5—x3| <2A|x| <3es[*V3,% 7], de |=1|<2A |x| >3 es |x|

>3,de |5—x°| >2n |x|<3es[-33V3] ]3‘/7,3] y |—=1]>2a Ix|>3esel

, 2, ‘x’ >3
vacio, entonces:
(Fegk) = fle) =12, Bsx<afl
- - 3 3
, su gréfica, ver figura L, 3sx<N3 VAT <x<3
A
3.
_20 2 ® o 02_
1_
i 3 2 a1 P13 3 4

Figura 5.63. Representacion grafica de la composicion fo g

Y

Figura 5.64. Representacion gréfica de la funcion

f(x) del ejemplo 4

187



MATEMATICAY TRIGONOMETRIA

Figura 5.65. Representacion grafica de la funcion

g(x) del ejemplo 4

(2 1

- 5 X< —— 3
2x-3 2 _

4. Si f=1 =, el o gw-
2 2 23
2 1 2
, X >—
(2x+3 2

N W D] Ww

ver figuras 5.64 y 5,65 respectivamente. Halle g o f'y f'o g si existen.

Hallemos los dominios y recorridos de cada una de las funciones dadas:

Dom =R,
Dom g =R,

o - [od]m o= [4]

Como Rec (f)S Dom(g) y Rec(g)< Dom (f).Hallemos fog
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-2 ()<L
2g(x)-3 g 2
(fogdn)= /et ={ = g|< L
2 2
2 1
kzg(x)_‘r:; s g(x)>5
( 2 3001 3
- 3 5 —<_5 A ’X‘>5
- = , x2—3<—l A |x|gi
2(x2_3)_3 2 2 2
2
> B Ln s
2 4| 2 2
= =
(fog)kx)=r(gx) N o3l el
2 2 2 2
- ER NI
2(Z)+3 42
2 -1 |X|S3
2()&72_3)‘{'3 2 2 2
k 2
- PNV
3 2
- 22 > x2—i<—l /\Hgi
x° -6 2 2 2
%, _S%App%
(fogkx) = f(g(x) =/
1 , 3] 1 3
) X" ——|<— A ‘X‘S—
2 2 2 2
. 3.1 a3
9 4 2
1 , 31 3
—> X’==>— A ‘x‘g_
Lx 272 2
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Lasolucic')ndei<‘l A |X|>3 esvacio,dex2—i<—l A \x]_i es
4 2 2 2 2 2
3 , , 31 3
]_Ll[,de ZSE A ‘X‘>E es vacio, de |x b 55 A ‘X‘SE es

Bl

.

[\

- , xE]—l,l[

)
|
(@)

xel-+2,-1] [142]

; [=5l ||
s X € _007__ _700
2 2

-

| — =

(fog)x)=rf(g(x) =1

9
E wef5a] ]
A
14
o (fog) ()
. S 0.5 s ~

A

Y

2 15 -1 05 [ 05 1 15 2

-1Y

Figura 5.66. Representacion grafica de la composicion fog

El calculo de g o f'se deja como ejercicio al lector.

190



Jorge Tuapanta, Mg

(5
-—, x<-1
f()<5x Ml Y go-] (>3
={5, x| < =
* 5 s 2x* -5, ‘x‘s?)
-, x>1
kx

figuras 5.67 y 5.68 respectivamente. Halle fo gy g o f'si existen.

_3 7. 3
X X

"4 12108 642 02 4 6 8 101214

2y

Figura 5.67. Representacion grafica de la funcion
f(x) del ejemplo 5

13 151 13
10-
5_
2x2-5

— -
s

6 -4 -Q\yi 4 6

Y

Figura 5.68. Representacion grafica de la funciéon
g(x) del ejemplo 5
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Dom f=R, Rec f=]0,5] ,Domg=R y Recg=[-5,13].
Como Rec () € Dom (g) y Rec (g) € Dom (f') . Hallemos fo g .

(s _
S S
(fog)(x) = f(g(x)) =4 5, lg(0)|<1
5
) >1
Lg(X) glx)
(-i, 13<—1/\]x]>3
13
- 25 : 2x* =5<-1 A |x<3
2x° -5
< 5, ‘13‘S1/\‘x|>3
(fog)(x)= f(g(x)) = 5 ‘2x2—5‘s1 A <3
i, 13>1 A ‘x‘>3
13
5 2
—, 2x* =5>1 A |x<3
247 -5

La solucionde 13 <—1 A |x| >3 es vacia, lade 2x> =5 <—1 A |x| <3 es|x| <2
de |[13| <1 A |x| >3 es vacia, de |2x2 =5 |<] A |x|<3 esV2 <x<V3 de

13>1A|x|>3es|x|>3yde2x?-5>1A |x|<3es {-3,3}.Entonces:

5
- s - 2<x< 2
2x? -5 \F
5, - 3Sx$—ﬁ/\ﬁ£x$ﬁ
(fog)(x)=f(g(x) =1 5
> —w<xXx<-3AN3<x<0
13
ZL, -3<x<-+3 A fB<x<3
LZX _5
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(fog) ™)

Figura 5.69. Representacion grafica de la composicion fo g

EJERCICIOS PROPUESTOS 5.2

1. ;La funcidn f definida por /: R—R / f(x) =x* — x* +1, es biyectiva?

2. Halle el conjunto B para que la funcion f'sea biyectiva, dado que:

f:R-{0} > B/ f(x)=-2x"- !
X

3. Demuestre que la funcion f definida porf :]-,5[ = ]-0,0[/ f(x) = ﬁ

es biyectiva y halle su inversa.
4. Halle el conjunto C para que la funcion f'sea sobreyectiva, dado que:

f:]2,+00[—>C/f(x)=ﬁ

[ -
5. La funcion f definida por f:R-{4} - {-11}/ f(x)= V¥ - 8x+16 (Es so-
breyectiva? x-4

2 x

6. Demuestre que la funcion f'definida por /: R-{-1} > R- {-1}/ f(x)= 1

es biyectiva y halle su inversa.
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7. Halle los conjuntos 4 y B para que la funcion f definida por,

Ao B/ ()=
' 2x+1

sea biyectiva y halle su inversa.

8. Define el conjunto 4 para que la funcion f'sea inyectiva, dado que:

-25+x7
A - [-2,51 |/ =
fiA =[5 f=—

x-1

9. ¢La funcién f:[-2+[ >R/ f(x)= 2 o biyectiva?

10. Determinar si la funcion f definida por:
1 1
S [0 [={1} > -0 ,0[ U [2,+00 ]/ f(x) = T+1 x_1 osbiyectiva, caso

verdadero, halle su inversa.

11. Halle los conjuntos C'y D para que la funcion f definida por

f:C->D/f(x)= X 4 37X sea biyectiva y halle su inversa.
x+3

- e” ,x<0 '
12. Halle la inversa de f(x) = y grafiquelas en el mismo

plano. x+1 ,x>0
In(x) , X2 2
13. Halle la inversa de la funcién f definida por f{x) ={ 7
10 x-In(2) ,x<2

y grafique las funciones en el mismo plano.

Jx ,x20

3

14. Halle la inversa de la funcion f'definida por f(x) = {
X ,x<0

y grafique las funciones en el mismo plano.

_ 1 1
15.Si f(x) = J% y g(x)=ﬁ—; halle (g0/)(x) y (f 0 2)(x) en

caso de que existan.
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|
—X
125
16. Halle la inversa de la funcion f'definida por fx) ={ x -2 ,-2<x<2

,X< -2

. . I >
grafique las funciones en el mismo plano. 2 3 ,x>2

17. Dadas las funciones: f(x) =Vx y g(x) =x — 2.Halle (gof)(x) y (fog)(x) en

caso de que existan.

195 , X< -2
. Jx  ,x20
18. Dadas las funciones: f(X)={ s 0’ g(x)=4x-2 ,-2<x<2
X ,X <
lXz-~-3 ,X >2
4

Halle (gof)(x) y (fog)(x) en caso de que existan.

) In(x) X322
19.8i f{0) =1° X< 0 g(x)=4 7 hall
' x+1 .x>0° ox-In(2) Lx<2 > natle

(gof)(x) (fog)(x)y en caso de que existan.

2- -1+
20.Si fix) =S5y g(x)= = halle (g0/)(x) ¥ (fo2)(x) si existen.
x+1 2x +1

5.9. Funciones reales

FUNCION CONSTANTE

Es una funcion f: R—R tal que f(x) =k, k€ER
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Ejemplos.

5 2

J=3 * .
2 0
1 3 2 1 0 1 2 3
0 -1

4 3 2 1_10 1 2 3 4

2 fw=-3 2
3 3

Figura 5.70. Grafica de la funcidn f(x)=3 Figura 5.71. Gréfica de la funcion f{x)=-3/2

FUNCION POLINOMIAL

Es una funcién f: R—R/flx)=a x"+a_ x"'+.+ax+a,,cona#0,donde
n es el grado del polinomio y es un entero no negativo,y a_,a__,...,a Son numeros
n’ n- 0
reales.

1’

Ejemplos

1.f(x)=—x*-3x*+x—1 2. f(x)=x*-3x*—4

6!

/\ N y=-x*-3x3+x -3
- T T T 0 T T T i
4 3 2 '1\1 1 2 3 4

Figura 5.72. Gréafica de funcion ejemplo 1 Figura 5.73. Grafica de funcion ejemplo 2

FUNCION RACIONAL

Es aquella que es expresada como un cociente de funciones polinomiales.
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Ejemplos

1. f(X):xi 2. f(x):

-1

Figura 5.74. Gréfica de funcién ejemplo 1  Figura 5.75. Grafica de funcion ejemplo 2

FUNCION VALOR ABSOLUTO

La funcidn f'(x) que representa el valor absoluto de x , estd definido por:

x, x=20
f(x)=|x|=
-x, x<0
Ejemplos
~ C(2x+6 ,  2x+620 o
1.Sea f(x)=[2x+6|= x-6.  2x+6 <0 esto implica que ,

[(2x+6 , x=-3
)= _2x-6 . x <-3 Su grafica,se puede ver en la figura 5.76.
N e s
- X X . .
x = = = .
2.Sea f(x) 3 xeal | x- -1, , esto implica que:
x+3~  x+3
L xe]rem-3u] 1, o
Fn =2
- . x€]-3.1]
x+3

La grafica de f(x), se ve en la figura 5.77.
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A
4_
3_

y=|2x + 6|

2.

1_

- T 0 T
-5 -4 3 2 -1 0 1

-14

\

Figura 5.77. Gréfica de funcion valor absoluto del ejemplo 2

5.10. Operaciones con funciones

SeadcRconAd#0,fy g funciones reales de 4 en R , es decir: f:A— R tal
quey=/(x),yg:A— Rtal que y = g(x)

Definimos entre /'y g las siguientes operaciones:

1. Llamamos funcidon suma de f con g a la funcion definida por: (f+ g) :A—R
tal que (f+ g)(x) =/ (x) +g(x)
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2. Llamamos funcién diferencia de f'con g a la funcion definida por:

(f—8):A=R tal que (f~ g)(x) =/ (x) ~ g(x)

3. Llamamos funcion producto de f'con g a la funcién definida por:

(f.g) :A— Rtal que (f.g)(x) =/ (x) gx)

4. Llamamos funcion cociente de f'con g a la funcion definida por: (ﬁ]i/\ -R

tal que (g)m:%, 2020

TEOREMAS 5.1. Sean fy g funciones reales, entonces:

a) Dom( f+ g) = Dom( /)N Dom(g)
b) Dom( f— g) = Dom( /) nDom(g)
¢) Dom( f.g) = Dom( /') N Dom(g)

d) Dom [é) Dom(f) N Dom(g)— x/g(x)=0
Ejemplos

1. Sean las funciones /', g : R—R , definidas por: f(x) = 4x* —3x* —5x -2y
g(x) =2x° +5x% +3x* =5

a) Definimos la suma de 'y g por: ( f+ 2)(x) =f(x) + g(x)
(f+ 2)(x) = 4x* —3x% —5x =2+ 20" +5x3 +3x2 =5 = 2x° + dx* +5x3 —5x —7

El Dom( f+ g)=Dom(f) N Dom(g)=R "R=R

b) Definimos la resta de /' y g por: ( f— g)(x) =f (x) — g(x)
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(f— @)(x) == 4x* —3x* —5x —2—(2x° +5x° +3x* =5) = —2x° + 4x* —5x° —6x* +3
El Dom( f— g) = Dom(f) N Dom(g)=R NnR=R

¢) Definimos el producto de f'y g por: ( f. 2)(x) =f (x).g(x)
(f. 2)(x)=8x" +14x"+ 2x° —19x° —54x* —25x3 +9x? + 25x +10

El Dom( f.g) =Dom(f) nDom(g)=R"NR=R

2. Sean las funciones f', g :R — R, definidas por: f(x) =x*> —6x> +10x -3 y

g(x)=x*-3x+1

Definimos el cociente de 'y g por: (1) (x)= &; g(x)#0
g

g(x)
(i)(x):x3—62x2+10x—3 3
g x°-3x+1
Dom(i)= RN R-{x/x>-3x+1=0} = R- {#,32\5}
g

3. Sean las funciones /: R—{—3,3} >R y g:R—{3}— R, definidas por:

Jx)=

3
x*-9 x—3

Halle la diferencia y el cociente entre fy g

B 2 3 2 2xt9
(f=8)X)=/(x)-gx)= 9 x-3 (x—3)(x+3)+x—3 (x‘3)(X+3)
1(x)=f(x)= 3.2 _ 3 x-3_ 3

] e -9 x-3 (x-3\x+3) 2 2(x+3)

Dom(f-g)=R-{-3,3} y Dom( ) [ R-{-3,3}|n[ R-{3}] =R- {3}
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4.Seaf:R— Rtalquef(x)=|2x—1| yg: R— Rtal que g(x)= |x+2| + |2x 3|

Halle la suma y el producto.

1
207

g(x)dx+ 2]

+ 12x-31

Sflx) =12x - 1

-1 5

2]
) \

Figura 5.78. Grafica de funcion f(x) del ejemplo 4  Figura 5.79. Grafica de funcion g(x) del ejemplo 4

Por la definicion de valor absoluto, de f/(x) = |2x —1| se obtiene:

1
-(2x-1), 2x-1<0 2
S(x)= =
2x-1, 2x-120 1
2x_1, X 2 5

Para hallar la funcion equivalente de g(x) = |x + 2| + |2x —3| , determinamos
los intervalos de analisis de la funcion a partir de:

x+2=0= x=-2 y 2x-3=0 = xZ%,

y representamos en la recta numérica.

x+2 - + +

2x—3 - - +

Tabla 5.4. La tabla muestra los intervalos de analisis de la funcion g(x)
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3
Los intervalos de analisis son: |-00,-2[, [—2,51 y

3
—, 00
|
En el intervalo x < -2 g(x) = —(x +2) =(2x —3) = —3x +1
3
En el intervalo —2<x < 5 gx)=(x+2)-(2x-3)=-x+5
3
En el intervalo X>E, gx)=(x+2)+(2x-3)=3x-1

Por lo tanto, la funcion g(x) queda definida de la siguiente manera:

g
-3x+1, X <-2

g(x)=|x+2/+2x-3[={-x+5 -2sx< %

3x-1, x>i
\ 2

Como f (x) y g(x) son funciones definidas por partes, para determinar la

suma y producto de las funciones consideramos los intervalos comunes a las

. 1
dos funciones: ]-o0,-2], —2,1 , —,3 y 3,+oo
2 22 2
(1-2x)+(-3x+1), X < -2 -5x+2, X <-2
(1-2x)+(-x+5), -2<x <% -3x+6, -2<x <%
+g)(x)= =
(/+ &) 2x-1)+(-x+5), ls><si X +4, lSXSi
2 2 2 2
2x-D+@Bx-1), X >% S5x-2, X >%
(1-2x)(-3x+1), X <-2 6x> - Sx+1, Xx<-2
(1-2x)(-x+5), -2s<x <% 2x* - 11x+5 -2<x <%
g)(x) = =<
(/-8)x) 2x - D(-x+5), %SXS% -2x* +11x- 5, %s;m%
2x-D@Bx-1), X >3 6x* - Sx+1, X >%

Las graficas del producto y la suma se muestran en las figuras 5.80 y 5.81
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(f:9) @ F+a @

Figura 5.80. Grafica de funcion (£g)(x)  Figura 5.81. Grafica de funcién (f+g)(x)

5.11. Monotonia de funciones reales

Definicion 5.10. Sea /:A € R —B c R tal que y = f(x) . La funcion real f'se
dice que es creciente en 4 siy solosi Vx, ,x, = A:x <x, = f(x) <f(x)

Ejemplos

oQ

Figura 5.84. Grafica de funcion g creciente  Figura 5.85. Grafica de funcion /4 creciente
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Definicién 5.11. Sea f:4 c R —»B c R tal que y =f(x) . La funcion real f'se
dice que es creciente en 4 siy solosi Vx ,x, EA:x <x,=f(x)<f(x,) .

Ejemplos

A A

| g | h

"V}Q Xy | Xy T - x.'l . — x:z -
""""""""""V iy

Figura 5.84. Grafica de funcion g creciente  Figura 5.85. Grafica de funcion / creciente

Definicion 5.12. Seaf:4 ¢ R —»B c Rtal que y = f(x) . La funcion real f'se
dice que es creciente en 4 siy solo si Vx, ,x, EA:x, <x,= f(x)<f(x)

Ejemplos

k
Figura 5.86. Grafica de funcion k& Figura 5.87. Grafica de funcion &
estrictamente decreciente estrictamente decreciente
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Definicion 5.13. Sea /:4 c R —B c R tal que y = f(x) . La funcion real fse
dice estrictamente decreciente en 4 siy solo si Vx ,x, EA:x <x,= f(x,)>f(x,)

A
A
------------------- J ) h
N e=ray |
B A\ |
='x'ﬂéz""_')63'\= ]
Y A
Figura 5.88. Grafica de funcion Figura 5.89. Gréfica de funcion
fdecreciente h decreciente

Definicion 5.14. La funcion real f'se dice que es monotona en 4 si es creciente
o decreciente en A.

Definicién 5.15. La funcion real f'se dice que es estrictamente monodtona en A si
es estrictamente creciente o estrictamente decreciente en A.

NOTA: una funcion real estrictamente monotona sobre 4 es monotona sobre
A, el reciproco es falso.
Ejemplos

l[.Seaf:R—R/f(x)=ax+b ab€eR

a) Sia >0, fes una funcion estrictamente creciente.

b) Sia <0, fes una funcion estrictamente decreciente.

c) Sia =0, fes una funcion constante y es creciente o decreciente.

2. Demuestre que la funcién fdefinidaporf/: R > R/ f(x)=x*+x—2 es
estrictamente creciente.

[ es estrictamente creciente si: Vx ,x,€R :x <x, = f(x) <f(x,)
3 3 _ 3__ 3 _ 3 _ _ 3y — 3 _ —
X, <X,2 PR X020 X <X X <X x50 X <) x5 2 rx, -2,
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como.x’ —x, =2 <x)—x, =2 = f(x) <f(x ) , entonces fes estrictamente creciente.

3. Demuestre que la funcion fdefinida por f: R — R/ f(x) = —3x* —2x -2 es
estrictamente decreciente.

Jfes estrictamente decreciente si: Vx, ,x, ER:x, <x, = f(x) > f(x,)
3 3 _ 3 _ _ 3 _ — —
Como x < x,= x; < x)=3x] 2>3x1-2 y x >x,2 2x>2x,,
sumando las desigualdades, se tiene —3x3 —2x, —2 >=3x°,—2x, —2, , entonces

S (x)>f(x,),es decir, festrictamente decreciente.

4. Dada la grafica de las funciones, analice su monotonia

4.1 4.2

CLD) ERERV;

/ (0.33;-0,19) [\
I oy |

Figura 5.90. Gréfica de funcion f'ejemplo 4.1 Figura 5.91. Grafica de funcion fejemplo 4.2

La grafica de la funcion frepresentada en la figura 5.90, en los intervalos |—oo,—1[
y ]0.33,+o0[ es estrictamente creciente y en [—1,0.33] es estrictamente decreciente.

La grafica de la funcion frepresentada en la figura 5.91, en los intervalos |—oo,—1]
y ]—1,0][ es estrictamente creciente, y en |0,1[ y ]1,+oo[ es estrictamente decreciente.

5.12. Funciones pares e impares

Definicion 5.16. Sea /:A € R —B c R una funcion real tal que -x EAyx € A
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Se dice que:
a) f'es una funcidn par siy solo si Vx € A: f(—x) =f(x)
b) fes una funcidén impar siy solo si V x € A: f(—x) = - f(x)

NOTA: existen funciones que no son pares ni impares.
Ejemplos

1.Seaf: R— R/f(x)=x*+x?—1, determine si es par o impar.

VXER:f(x)=(—x)"+(—x)>—1=x*+x>—1=f(x) . Como f(—x) =f(x) , fes par.

1
2.Sea f:R-{0} » R/ f(x)= —, determine si es par o impar.
X

’v‘xER—{O}:f(—x)Z( 1)3 Z—%Z—f(x)como f(-x)=-f(x),f esimpar.
-X X

NOTAS:

1. Si f es par, entonces su grafica es simétrica respecto al eje y (ver
figura 5.92).

2. Si f'es impar, entonces su grafica es simétrica respecto al origen (ver
figura 5.93).

S x)

Figura 5.92. Grafica de funcion par Figura 5.93. Gréfica de funcion impar
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EJERCICIOS PROPUESTOS 5.3

1. Sif'y g son las funciones definidas como se detalla a continuacion:
a) [(x)=+x"-3 g(x)=-2x"+3 calcular 2> +2)x) y [/ () -g)]’

b) f@ =4 -2x+3, g()=V3x-1 calcular (f +28)x) y [f(();)%_f)(x)]

d) F) =332 - 64 +32, () =351 caleular (;—_3)(96); [/ (x).g)]”

-2x+3, x=20

, g()=|x+1| caleular fx)+g(x) y f(x).2(x)
3x -1, x <0

&) /(- {

2. Construir la grafica de las siguientes funciones y analizar la monotonia.

a)  f()=xex b) f)=x
x=2
_2x-4 I R i
) f(x) . d) f(x)=|x"-2x +l6x
-2x-1 2 =
) f(¥)= "x’j ‘ ) f(x)—x—jf
(1
T x<0 -2x2, x<-3
g) f(x)=1 %xz, 0<sx<5 h) fF(x)= l, —3<x <2
X
L_x_?’ $>5 x -1, x >2
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3. De las graficas analice dominio, recorrido, biyectividad, monotonia y paridad.

3.1

32

S =

_xX2+5x-2

(- 1)2

Figura 5.94. Grafica de funcion ejercicio 3.1

Figura 5.95. Grafica de funcion ejercicio 3.2

33 34
5 932
4 Fo =22
o) x3-3x2 + 5x 3 22-3
2
b 0.5
I - T ’\ T T T T ——
- . . 2.5 -2 0.5 05, 1 1 2 25
6 -5 4 -3 2 -1

Figura 5.96. Gréfica de funcién ejercicio 3.3

Figura 5.97. Gréfica de funcion ejercicio 3.4

35 3.6
A
4_
f=X20-2 ) o () = log:
=503 N fx)=logrx
1_
2_
4 3 2 1 9 112 3 4 1
-1
1 0 7 ' 3 4 5 6
FE N : N
-3 2

Y

Y

Figura 5.98. Gréfica de funcion ejercicio 3.5 Figura 5.99. Grafica de funcion ejercicio 3.6
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3.7

3.8

e +4

S =

3x2-2

Figura 5.100. Grafica de funcion ejercicio 3.7 Figura 5.101. Gréfica de funcion ejercicio 3.8

3.9

3.10

=5

|In (x) + 2x|
X242

S =

765 -4 3 -

01 2 3 4 5 6

Figura 5.102. Grafica de funcion ejercicio 3.9 Figura 5.103. Gréafica de funcion ejercicio 3.10

3.11

3.12

Figura 5.104. Grafica de funcion ejercicio 3.11 Figura 5.105. Gréfica de funcién ejercicio 3.12
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4. Determinar si las siguientes funciones son pares e impares.

a) f(x) =2x* —4x? +1 b)f(x)=-3x+x>—x+2
X 5
R L e R—
) S 2 ! 3 ) o 3xt - x? +1
1 X
e) f(x)= ) f(X)=——
/ ) (2 +‘x‘
5.13. Funciones reales especiales
FUNCION PARTE ENTERA

Seax € R, la parte entera de x , que se denota [x] , es el mayor entero menor
o igual a x , su gréfica, se puede ver en la figura 5.106.

44 *—oO A
2_
_ 34 —0
fo=0 ] — o—e [x + 2]
o—e 1| f(O= 3
1 *—0 )
- T - —
6 -5 -4 3 2 -1 1 2 3 4 5 6 - . . -
*—K 4 3 2 1 1 3 3 4
—0 -2 Oo—e
—O 3 !
*—oO -4y /

Figura 5.106. Grafica de funcion f{x)=/x/ Figura 5.107. Grafica de funcion ejemplo 1

Ejemplos
1.[-7,51=-8 3.10,251=0 5. —% =-1
7
2. [-1,2]1=-2 4.[3,2]1=3 6. 3 =2

NOTA:Sin<x<n+1,n €Z, entonces [x] =n .
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Ejemplos

1. Graficar f(x) = [_x?,;z]

Para graficar procedemos de la siguiente manera:

[Fx+2]=4 = 4<-x+2<5 = —3<xs—2=>f00=['f;2L=§
[-x+2]=3 = 3<-x+2<4 2 -2<xs-12 f(x)= [_X;Z]:%:l
[-x+2]=2 = 2<-x+2<3 = -1<x<0= f@)=[_i;2L:§
[-x+2]=1 = 1<-x+2<2 = 0<xs1= f@)z[_iszzé
[-x+2]=0 = 0<-x+2<1 = 1<x<2 = f(x)= [_X;z]:%:o
[-x+2]=-1 = -1<-x+2<0 = 2<x<3 = f(x)= [_X;z]:—%

_[-x+2]

La gréafica de la funcion f(x) estd representado en la figura 5.107.

2. Empleando un proceso similar al del ejemplo 1, verifique las graficas de
las partes enteras representadas en las figuras 5.108 y 5.109.

2 = z1f@F[2 ]
|x‘ x +3
' = SN PO
] X2 +3
(O(O/) 5 0\o\> + 2;’_0'\0
e i \o\o o
/ 1.5 \3 -0 |
1 — .
] _[x2+1] 4 3 8-l 01 2 3 4
o I05 f,(x)_, .[x] - 0\0‘\8‘0 *o n
25 2 15 -1 »oA_SOS_" 05 1 15 2 25 3 N

Figura 5.108. Grafica de la funcion 2.1 Figura 5.109. Grafica de la funcion 2.2
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CAPITULO 6 FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

6.1. Funcién exponencial

Sea a € R*, la funcion exponencial en base a , es la funcion definida por:

exp,: R — R +tal que exp, (x) =a*.

Las graficas de la funcion exponencial bajo las condiciones 0 <a <1 y a >1
se representan en las figuras 6.1 y 6.2 respectivamente.

y=a*
O<ax<l1

i

Y

y

Figura 6.1. Gréfica de la funcion
exponencial si 0 <a <1

Ejemplos

Figura 6.2. Grafica de la funcién
exponencial sia> 1

A continuacion, se representan cuatro graficas de funciones exponenciales:

Figura 6.3. Gréfica de funcion exponencial 1

Figura 6.4. Grafica de funcion exponencial 2
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4 3 2 1 1 2 3 4
-1¥

Figura 6.5. Grafica de funcion exponencial 3 Figura 6.6. Grafica de funcion exponencial 4

Teorema 6.1. Seaa,b €ER"yx, y €R , se cumple que:
l.a*""=a"a”

2.a*r=(a")”

ax
Xy =4
3.av="

4. (ab)y*=a*b*

Teorema 6.2. La funcion exponencial f(x) = a *satisface:

1. Sia #1, la funcion es biyectiva.
2. S1 a >1, la funciodn es estrictamente creciente.

3.Si10<a<1,lafuncién es estrictamente decreciente.

Dado que la funcion exponencial f'(x) = a* con a # 1 es biyectiva, esta tiene
inversa y es la funcion logaritmica.
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6.2. Funcién logaritmica

Seaa € R, a # 1, la funcion logaritmica en base @, , que se denota por log ,
1 a
es la funcidn inversa de la funcion exponencial, es decir:

log : R"— Rtal que log, (x) = (exp, x)"

Las graficas de la funcidn logaritmica y exponencial bajo las condiciones
0 <a <l ya=>1 serepresentan en las figuras 6.7 y 6.8 respectivamente.

Figura 6.7. Gréfica de la funcioén exponencial si 0 < a <l

1
- y =log,(x)
. a>1

Figura 6.8. Gréafica de la funcioén exponencial si a >1
NOTA: entre la funcion logaritmica y exponencial, se cumple que:

215



MATEMATICAY TRIGONOMETRIA

1. log (exp x)=x
2.exp, (log x) =x

3.log x=yeoa'=x

Ejemplos

1.log, 81=4 & 3* =81

3
2. log, (2 =3 & (3 _ 27
218 2 8
10 Y
3. log; x=10 & (JE) —x & x=22| =2°=3

4.log,81=8 © b*=81 & b*'=3' & b8=(\/§)8 o b=

1 9

3
5. log,_, (é)=3 = (a—2)3=6—14 = (a—2)3=(z] = a—2=i S a=—

4

NOTA:sia =10,y =log,, x = log x se le conoce como logaritmo en base 10.
Sia=e y log  xInx selee logaritmo natural de x, donde e = 2,71828]1...

Ejemplos

Para la construccion de las graficas logaritmicas, utilizamos: log x=y & a'=
x ;porejemplo log, x=y e 2Y=xoln(x+5)=y e e'=x+5=>x=e” -5, etc.
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44 34

3 y=Ilnx+5) v

2 14

11 - —
-0 S /40302 - _1_0 1 2 3
. -1-0 -2

-2 -3

=34 4

-4 -5y

Figura 6.9. Gréfica de funcion logaritmica 1  Figura 6.10. Grafica de funcion logaritmica 2

S 4
=ln(x2+5 S(x)=log1x
y ( ) 4 3 4
34 5]
2
1 1
-~ T T T - 0
4 3 2 -1 |1 2 3 4 -1 |0
-1
-1
24
Y 29

Figura 6.11. Grafica de funcion logaritmica 3~ Figura 6.12. Grafica de funcion logaritmica 4

Teorema 6.3. Sea u,vE R *, entonces:

1. log, (u.v)=log u+log v 2. log, [%) =log,u-log, v

3.log, u"=nlog, u 4.log a""u

5. alea =y 6.log a=1

7.1log 1=0 8. logau=log—bu, a,b>0, a=b#1

log,a

NOTA: se aceptaran, sin demostracion, las siguientes igualdades:
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log.b

a

a) log ,a=
1

b) log .x=—log, x
n

¢) log,, x = (log x)(1=log, a)
Ejemplos
1. Expresar el logaritmo en términos de logaritmos de a, b, ¢, fy g.

a’b’c” ! 22
log; | —— =10g3(a3b3c7)— log,|f "g*
f_7gZ
1 5 3

=log, a’ +log, b* +log, c> —log, f 7 -log, g*

1
=3log, a+3log, b+—log, c+ élog3 f- ilog3 g
2 7 4
2. Expresar el logaritmo en términos de logaritmos de x, y, z, w.
log X 3[x2.y426 zllog 3[x2.y426
Nztww® 5 Tz wan®
= % [log5 3\/xT.y“z6 - log, m.wé]

=§[§log5 x +4log, y+6log, z— %logs(erw)— 6log, w

2 4 6 1 6
Elog5 X +glog5 y-i-glog5 z- Elog5(z+w) - glog5 w
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3. Utilizando las propiedades de los logaritmos, expresar las siguientes ex-
presiones como un solo logaritmo.

a) % %log6 x +3log, y+7log, z-%logﬁ(z-W)-ﬂogé W]

% %10& x +3log, y+7log, z - %logé(Z‘W)‘zlogs W]
2[ : :
g log, x° +log, y3 +log, z’ ~logs(z - w)* ~log, w ]
21, % :
3 log, x° yz" = log,(z=w)> w’
4 4 ?
2 x5y3z x°y'z’
3 log, y—i =log, - 5
(z-w)w (z=w)2 w’

log, (x-y)+log, (x> +xy+y?)

2 2

b) %(k)gl a+log, b-log, c]—%

2 2 2

7
8

2 2

() g (0 -] icH

ab| 5
(bg‘ ?] ‘5[1"%1_@-%2 )
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6.3. Ecuaciones exponenciales

A continuacion, se resuelven algunos ejemplos de ecuaciones exponenciales:

., . 1
1. Resuelva la ecuacién 256 ¥ =

32

~ 9 81
256 ¥ - ()" = > 2 = o 8 -3)= -6 == >x=

16

2. Resuelva la ecuacion 7 3% = 4 %

(3x+5)log 7 = (2-5x)log 4
3x log 7+ 5x log 4 = 2 log4 - S5log7
x(3log7+ Slog4)= 2log4-5log7

‘< 2log4-Slog7
~ 3log7+5log4

-0,5448

3. Resuelva la ecuacion 25%- 2 (5%) = 63

2542(59)=63 = (59)2+2 (5°)-63 = 0 = (5*-7) (5*+9) - 0= 5*=7 0 5 =-9

5=7 = log5"=log7 = x = log 7
log 5

. 5*= -9 no tiene solucion.

4. Resuelva la ecuacion 5 (3*) +216 (3*) = 102

53%)+216(3 1) =102 = 5(3“)+23LX6-102=0:5(32*)—102.3X+216=0 =[(564)-12)3" -18)|=0

1og2
539212 5 3¥=2 5 l0g3=log2 = x =
5 5 log3

3 =18 = log3 =logl8 = x = 12818
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6.4. Ecuaciones logaritmicas

A continuacion, se resuelven algunos ejemplos de ecuaciones logaritmicas:

1. Resuelva la ecuacion log, (x +7) log, (x) =3
log,(x+7)+log,(x)=3>log, x+7)x=3=>x"+Tx=2’
X+Tx-8=0=>x+8)(x-1)=0=>x=-8Vx=1

Lasoluciénesx =1,y x=—8 no lo es, ya que no existe logaritmos de valores

negativos.

2. Resuelva la ecuacion In (2x -7 ) —In (x -3 )=In(x+ 2) - In x.

In (2x-7)-In (x-3)=In(x+2)-Inx = In 2x-7 =In x+2 => 2x-7 _x+2
x-3 X x-3 X

2x-7 :x+2
x-3 X

= x?-6x+6=0 = x=3-3V x=3-.3

3. Resuelva la ecuacion log, 3x - 5) 2 log, (7x - 2)

log, 3x-5)=2+log,,(7x-2) = log, (3x—5)—%log4 (7x-2)=2

log, 3¢5 =2= 3x-5 =16 = 9x* - 1822+537=0= x=0.295V x=202.15
Tx—2 AJTx =2

4. Resuelva la ecuacion Jog, +/x +2 + 63]0gm %z 16

3

1 1
log, ~/x+2+63lo —=16 = log, Vx+2+63———=16 =
g;_ B w2 3 g;_ log, \/x+2

3

3 3 3

= log,” Vx+2-16log,/x +2+63=0 = [10g1«1x+2 —7][10g1«/x+2 —9]=0$
3 3 3 3
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= logl\/m—7=0 v 1ogLM—9=o = 1ogl_M=7 v logl«/m=9 =
3 3 3 3
log;_\/m—7=0 v log;_\/m—9 = \/m:(%Yv x+2=(%)9:,~
:x=(%)l4—2 \ x=(%)18—2
EJERCICIOS PROPUESTOS 6.1

Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

1.20 2673 = 4351 5 2.35°2+35=120
3.82075 =912 4.49°+2. 7= 63
5.4++216.47*=102 6. 11773 =527

7,554 51 4553 £574= 455 8.256 7= 64"

4 S5x7-8
9.log - (x+3) +log (x=2)=2 10.{3] =

X x+1 x+2 x+3 x-3 h
A sl o[ et =30 125|228
213 3 3 3 2 5 4

13.1og, (x+2)—log, @x+)=1  14.In(x+x-2)-In(x-1)=2

==

I5.In(x=7)=In(x¥*-6x—-7)-1 16.3-In(x—4)=—In(x*>—x-12)

17.log(x*—9)—log(x—3)=log x 18.log(5x—2)=3—1log(2x—7)
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19.log ,(x — 1) +log ,(x =5 ) =log, (2x +1) 1
20.5 logi/;-i/ES logx=0

21, log | (x+7)+ log ;| (x+5)=log(3)
2 4 g

22. log, 4/3x -2 +6 10‘%/3x_2 2=5
23. log 256" — Jog 16" = Jog x**

24.log . 8log . 16+log . 8=0
2 64

log(7«lx —9) _
25, ———~=1
log(x/xT—3)

-1
1
26. log s (3x-4) =1log, 16+ log, (5)
6.5. Inecuaciones exponenciales

Definicion 6.1. Llamaremos inecuaciones exponenciales en una incognita, a
aquellas que adoptan la forma: a/® > as™ vV a/® < a4 con f(x) y g (x) expre-
sionesenxya €ER",a+#1.

Para su resolucion, consideraramos dos casos:

Primer caso

Sia> 1, los exponentes de la inecuacidon conservan el sentido de la ecuacion,
es decir:

a’®>at & f(x)> g (x)

a’¥<a¥ & f(x)<g(x)
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Segundo caso
Si 0 <a <1 los exponentes de la inecuacion cambian de sentido, es decir:
alt>a & f(x)<g ()

alt<a & f(x)>g ()

Ejemplos.
4x-3 7(6x+4)
1. i/5 : >{/5 3
4x-3 7(6x+4) 4x-3 42x+28 _
3/52 >€/5 P 560 >5 5 = 4 3>42x+28:>

6 15

= 20x-15>84x+56 = x<- %

. 71
Por lo tanto, la solucidn es: xE]—oo,— [

64
x*-25 x-5
2' x+5 % < x+5 i
3 9
2 ~ (x-5)(x+5) w
2 x“-25 4 x-5 2 15 2 = 2x— 10
3|l = < x5l — > [ = <|= > x-5> =
3 9 3 3 x+5

_ 2 _ — _
_2x 10>0 o X 2x 15>0 N (x 5)(x+3)>0
x+5 x+5 x+5

= x-5

Aplicando el método de los intervalos, hallamos la solucion de la inecuacion:

-V + VYV -+
-« O O L
-5 3 5

Por lo tanto, la solucion es: x €]—5,-3[ U ]5, o[
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6.6. Inecuaciones logaritmicas

Para el andlisis de las inecuaciones logaritmicas, se deben tener en cuenta la
definicion, las propiedades y las graficas de la funcion logaritmica y = log (x),
para0<a<lya>l.

Teorema 6.4. Sia>1yn € R, entonces:
Dlog, fx)>nesfx)>a"nf (x)>0
2) log, f()<ne=f(x)<a"af(x)>0

Teorema 6.5. S10 <a <1 yn €R, entonces:
D) log, fx)>nef(x)>a"af (x)>0
2) log, f(X)<neSf(x)>a"af (x)>0

Teorema 6.6. Si a >1, entonces:
Dlog, f (x)<log,g(x) = f (x)<gx) A (f (x)>0ag(x)>0)
2)log, f (x)>log g(x) = f (x)<g(x) A (f (x)>0ArgXx)>0)

Teorema 6.7. S10 < a < 1, entonces:
D log, f(x) <log g (x) = f(x)g(x) A (f(x) >0ng(x)>0)
2)log, f(x)log g (x) = f(x)<gx) A(f(x)0A g(x)>0)

Ejemplos
1. log , (5x+8)<-3.

Por el teorema 6.5, para hallar la solucion de la inecuacion, se halla la solu-
cion del sistema:

5x+8>0 8 xe]—§,+m
x>-= 5

17 =
x+8> 5x>64-8 xe]56,+oo[
5
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Al hallar la interseccion de las soluciones obtenemos la solucion del sistema,
y por tanto la solucion de la inecuacion logaritmica:

Entonces, la solucion es: xe 5—56,+oo,

2. log, (|2x =3|-1)>5.

Por el teorema 6.4, para hallar la solucion de la inecuacion, se halla la solu-
cion del sistema:

|2x-3]-1>0 |2x-3|>1 L J2em3<i v 2xe-3>d
|2x-3|-1>4 |2x -3|>1025 2x-3<-1025 Vv 2x-3>1025
x<l Vx>2 x€|-00,1[U]2, +oo|
= 511 514 = ] 511 ]514 [
xX<—-—— V x>— XE|-00,-———| Y 7,+oo

Al hallar la interseccion de las soluciones obtenemos la solucion del sistema,
y por tanto la solucion de la inecuacion logaritmica:

Entonces, la solucion es: xe S %ﬁw[

x—4
3.log | —|>1
e (1)

Para que la inecuacion esté bien definidax >0y x # 1.

-00,—

Para hallar la solucion, debemos analizar los siguientes casos:

a) Six > 1, entonces:

Por el teorema 6.4, para hallar la solucion de la inecuacion, se halla la solu-
cion del sistema:

x;4>0 x_4>0 x__4>0
x+5 N x+5 N x+5
_4 _ 2 _ _ + 2
x-4_ x> —4x 4>0 (x+2) <0
x+5 x+5 x+5
x€|~o00,~ 5[ U J4.+00|
xE]—oo,—S[

226



Jorge Tuapanta, Mg

Al hallar la interseccion de las soluciones obtenemos la solucion del sistema,
y por tanto la solucion de la inecuacion logaritmica:

Entonces, la solucion es: x €]- o0,-5[

En este caso la solucion es vacia, ya el valor de x por ser parte de la base del
logaritmo, debe ser un nimero no negativo.

b) Si 0 <x < 1,entonces:

Por el teorema 6.5, para hallar la solucion de la inecuacion, se halla la solu-
cion del sistema:

x—4>O x—4>0 x—4>0

x+5 x+5 x+5

-4 7 - P -4x-4 = (x+2)? >
X <Xx L<O x7>0
x+5 x+5 x+5

X€E ]—OO, —5[ U]4,+OO[
X € |-5,+00|

Al hallar la interseccion de las soluciones, obtenemos la solucion del sistema,
y por tanto la solucion de la inecuacion logaritmica:

Entonces, la solucion es: x €]4 , + o[
En este caso la solucion, también es vacia, ya que: ]0,1[  ]4,+oo[ = 0.

En conclusion, la inecuacion logaritmica no tiene solucion, ya que tanto para
el caso a) y b) no hay solucion.

4. log, (7x +3) > log, (2x +9) .

Por el teorema 6.6, para hallar la solucion de la inecuacion, se halla la solu-
cion del sistema:

(x>—§ XE —§,+oo[
7x+3>0 7
2x+9>0 = x>—% = (xe€ ——,+oo[
Tx+3>2x+9
6 6
x>z X € |= 400,
- WE
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Al hallar la interseccion de las soluciones obtenemos la solucion del sistema,

y por tanto la solucién de la inecuacion logaritmica:

Entonces, la solucién es: x €

6
— ,+OO,
5
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CAPITULO 7 TRIGONOMETRIA
7.1. Funciones trigonométricas

Consideremos el tridngulo rectangulo ABC y o como uno de sus angulos

agudos, (ver figura 7.1). Definamos para o las funciones trigonométricas de la
siguiente manera:

B
B c

a

C b A

Figura 7.1. Triangulo ABC

cateto opuesto a cateto adyacente b
Sen g=——————=— Cos o= : =—
hipotenusa c hipotenusa c
cateto opuesto  a cateto adyacente b
Tag o = 4 =— Ciga= Y =—
cateto adyacente b cateto opuesto  a
i hipotenusa c
Sec o= hipotenusa =< Csco= _Mpotenusa  _ €
cateto adyacente b cateto opuesto a

De la misma forma como se definié las funciones trigonométricas para el
angulo « se lo puede hacer utilizando el angulo 3.

De las definiciones de las funciones trigonométricas realizadas para el angu-
lo o se derivan identidades trigonométricas como:

1 1
Cos o= ! Tag o=
Csc o Sec o Ctg o

Sen o =

La medida de un angulo puede ser en grados o en radianes, por ejemplo, la
notacion o =45 especifica un angulo o cuya medida es 45°, la notacién 6= 20n
indica un angulo 6 cuya medida es 2r radianes.
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Si se requiere medidas menores de un grado, se puede dividir el grado en 60
partes iguales o minutos y lo denotamos 1°=60"'; cada minuto en 60 tantos igua-
les llamados segundos y lo denotamos 1' = 60" . Por ejemplo, la notaciéon A = 65°
45'56" se refiere a un angulo A que mide 65 grados, 45 minutos y 56 segundos;
0 =123°15'48' es un angulo 6 que mide 123 grados, 15 minutos y 48 segundos.

Las relaciones entre grados y radianes se establecen de la siguiente manera:
1. 180 = wradianes .

2. 1°= Z_ vadién =0.0175 radidan
180

3. 1 radian= [@) =57,2958

T

NOTA: no debe haber confusion en el uso de grados y radianes; si se escribe
0 =12 se debe entender que el angulo 6 mide 12 radianes, y no 12 grados que se
escribe 0 =12 .

Para cambiar la medida de un angulo de grados a radianes, se debe multipli-
180

T

car por , ¥ para cambiar de radianes a grados, se debe multiplicar por

T
180
Ejemplos

1. Cambiar 45 grados a radianes.

45" =45 = |=Z
180) 4

2. Cambiar 90 grados a radianes

90°=90(i)=f
180) 2
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3. Cambiar 270 grados a radianes.

270° =270 (i) _3
180

4. Cambiar 330 grados a radianes.

330°=330[l)=“—”
180) 6

5. Cambiar 12?” a grados.

127 _ 127 (180] 13
5 5 T

6. Cambiar iz a grados.

17z _17z (180) _ 437.1420°
7 T\«

7. Expresar 437,1429° en grados minutos y segundos.

437,1429 =437°+(0,1429)
= 437°+(0,1429)(60)  1°= 60’
= 437°+8,574'
— 437° +8'+(0,574)
= 437° +8'+(0,574)(60") 1" = 60"
— 437° +8'+34,44"
437.1429° = 437° 8' 34.44"

8. Expresar 12 radianes en grados minutos y segundos.

12 radianes =12 (@] 1 radian = (@)

T Vi
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= 687.5494°
=687° + (0.5494)(60) 1°=60'
= 687° +32.964'
= 687°+32'+ (0.964)'
=687° +32'+(0.964)(60 ") 1'=060'
=687° +32'+57.84"
12 radianes = 687° 3257.84 "

9. Expresar 687° 32'57,84' en grados.

, 1Y 1) 1Y
1'=|— 1"=|1—| =
Como (60) y (60) (3600) entonces,

687°32/57 84" = 687 + (%) + (

S784) _ 687,5494°
3600

7.2. Graficas de funciones trigonométricas

Definicion 7.1. Una funcion f'es periddica si existe un nimero real positivo

k tal que f(t + k) = f (¢) para toda ¢ en el dominio de /. Este nimero real positivo

k minimo, si existe, es el periodo de f".

A continuacion, se construyen las gréaficas de las funciones seno, coseno, tan-

gente, cotangente, secante y cosecante, y se da a conocer su dominio, recorrido,

interseccion con el eje x, periodo, simetria y si es par o impar.

FUNCION SENO

Sen: R — R/ f(x) = Sen(x)
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Al colocar en el plano cartesiano los valores de la funcion seno representados
en la tabla, dibujamos un ciclo (una onda senoidal) de la funcion, y al aumentar
hacia la izquierda y derecha, los ciclos, obtenemos la gréfica de la funcidon seno
representada en la figura 7.2.

x | y=Sen (x) A
0 0 3]
o ()= Sen ()
e 1
2 1
NN D
n 0 SZETIENGT _1_0 N2
3_71: -1 2
2 N
2n 0 Y

Figura 7.2. Grafica de la funcion seno

La funcion seno tiene por dominio a los reales y de recorrido [—1, 1]; la fun-
cion es simétrica respecto al origen; es una funcioén impar, esto es se cumple que
Sen (— x ) = —=Sen(x) ; su periodo es 27 , es decir, Sen (x + 27 ) = Sen (x) ; y las
intersecciones con el eje x son: nw ,n €Z .

FUNCION COSENO

Cos:R— R/ f(x)=Cos (x)

Al colocar en el plano cartesiano los valores de la funcion coseno representa-
dos en la tabla, dibujamos un ciclo (una onda) de la funcién, y al aumentar hacia
la izquierda y derecha, los ciclos, obtenemos la grafica de la funcion coseno re-
presentada en la figura 7.3.
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x | y=_Cos (x) 4f‘
0 1 34
S (x) =Cos (x)

i 2
B 0

N SN N
T -1 P -3nW/2 1_0 nW/z SN
3n 0 2]
2 N
27 1 Y

Figura 7.3. Grafica de la funcion coseno

La funcidén coseno tiene por dominio a los reales y de recorrido [—1, 1]; la
funcién es simétrica respecto al eje y; es una funcidn par, esto es se cumple que
Cos (—x )= Cos (x) ; su periodo es 2m , es decir, Cos (x + 2n ) = Cos (x) ; y las

intersecciones con el eje x son: 5 +nz, nel

FUNCION TANGENTE

Tag:IR{—[x/x=%+nﬂ, neZ;—- R/ f(x)=Tag(x)

Al colocar en el plano cartesiano los valores de la funcion tangente con x
€ [0,m ] , dibujamos un ciclo de la funcion y, al aumentar los ciclos hacia la iz-
quierda y derecha, obtenemos la grafica de la funcién tangente representada en
la figura 7.4.

o VP WP &

/27t BTN EE T 0 T w2

1
2
-34
4

Y

Figura 7.4. Grafica de la funcion tangente
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La funcion tangente tiene por dominio: R - {x/ x= % +nr, nEZ}y de recorrido
a los reales; la funcion es simétrica respecto al origen; es una funcioén impar, esto es
se cumple que Tag (— x) = —Tag(x) ; su periodo es w , es decir, Tag (x +r) = Tag (x)

. . . . ’ T
las intersecciones con el eje x son: nz , n € Z y tiene asintotas en x = 5w, nel

FUNCION COTANGENTE
Ctg:R—{x/x=nnn€l}—/f(x)=Ctgx).

Al colocar en el plano cartesiano los valores de la funcion tangente con
x€[0,n], dibujamos un ciclo de la funcion y, al aumentar los ciclos hacia la iz-
quierda y derecha, obtenemos la grafica de la funcidon cotangente representada en
la figura 7.5.

[USTRNN

o T

1
N =
n 1

Y

Figura 7.5. Grafica de la funcion cotangente

La funcion cotangente tiene por dominio R —{x / x =nz , n € Z} y de recorri-
do a los reales; es una funcion impar, esto es se cumple que Czg (— x) = — Ctg(x);
su periodo es 7, es decir, Ctg (x +r ) = Ctg (x) ; tiene asintotas en x = nzw , n € Z
y las intersecciones con el eje x son: §+ nz, ner
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FUNCION SECANTE

Sec:R—[x/x=%+7rn, nEZ] - R /f(x) Sec(x)

Al colocar en el plano cartesiano los valores de la funcion secante con x €
[0,27], dibujamos un ciclo de la funcion y, al aumentar los ciclos hacia la izquier-
day derecha, obtenemos la grafica de la funcion secante representada en la figura
7.6.

2 w2 o w2 |9 m2 n W2

14
24
-3
4

i

Figura 7.6. Gréfica de la funcion secante

El dominio de funcién secante esR - [x/x =% +nx, n€L ] , su recorrido
es |—oo,—1]U [1,+ oo[ ; es una funcién par, esto es se cumple que Sec (—x) =
Sec(x); su periodo es 27, es decir, Sec (x + 2x) = Sec (x) y tiene asintotas en

x=%+n7r, n€ez

FUNCION COSECANTE
Csc:R—{x/x=nr,n€Z}—R/f(x)=Csc(x)

Al colocar en el plano cartesiano los valores de la funcion cosecante con x
€ [0,27x], dibujamos un ciclo de la funcidn, y al aumentar los ciclos hacia la iz-
quierda y derecha, obtenemos la grafica de la funcion secante representada en la
figura 7.7.
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o T V2 w £

dn 32 o w2 |0 w2 & w2 On

[\*) —_—
N

Y

Figura 7.7. Grafica de la funcion cosecante

El dominio de funcion cosecante es R —{ x / x =nz, n € Z , su recorrido es
]—o0,—1] Ul,+oo[; es una funcidén impar, esto es se cumple que Csc (— x) = —
Csc(x); su periodo es 27 , es decir, Sec (x + 2x) = Sec (x) y tiene asintotas en x
=nm,n €7

7.3. Grificas de funciones trigonométrica especiales

Consideremos las funciones trigonométricas de la forma f'(x) = a Sen(bx +c)
yf(x)=a Cos(bx +c)cona,b,cERya+#0,b#0.
Definimos al valor de f'(x) mas grande de la funcidon, como amplitud, y esta

dado por |a| . Para hallar el periodo de las funciones lo haremos a partir de la

expresion =z
2]

Para hallar cuanto se desplaza la grafica de la funcion con respecto al origen
(conocido como desplazamiento de fase) se resuelve la ecuacion bx +¢ =0 ; si

x=- % < 0,la grafica de la funcién se desplaza hacia la izquierda y si x = - % >0la
grafica de la funcion se desplaza hacia la derecha.

Para determinar el intervalo en el que la funcién cumple un ciclo (una onda-
senoidal o cosenoidal), se deben resolver las ecuaciones: bx +¢ =0y bx +c¢ =2=n
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Entonces el intervalo en el que la funcion cumple un ciclo esta dado por:

I_E 27r—cl
b b

Ejemplos

Construir la grafica, hallar la amplitud, periodo, intervalo en el que la funcién

cumple un ciclo (una onda senoidal o cosenoidal) y el desplazamiento de fase,
de las siguientes funciones:

1) f(x)=3 Sen [2x+§)

La amplitud es |3| = 3, el periodo es 7‘ =, para encontrar el desplazamiento

de fase y el intervalo que contenga exactamente un ciclo, resolver las ecuaciones:

2
|

3 .
2x+ % =0 =2 x=- % y 2x+ Toopg = x=Z , entonces el desplazamiento de
fase es - % y hay una onda senoidal de amplitud 3 en el intervalo [— 5,3—”}

Para construir la grafica, procedemos de la siguiente manera:

T

V4 V4
2x+—=0 = x=-—, =3Sen (0)=0 = P |[-—.,0
> 4 Yy (0) 1[ 4 ]

2x+£=% = x=0 y=3Sen[%)=3 = P2(0,3)
2ifon o =t ysal@-o 5 b7
T 3 ps 3 Vs
2x+5:7 = XZE . y=3Sen 7 :_3: P4 5,_3
3 3
2x+—=271 > X:T ) y=3Sen (2”)20 = PS(T’O]
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Ubicamos los puntos hallados y construimos la gréfica de la funcion. Con un

proceso analogo, se puede desplazar hacia la derecha e izquierda (ver figura 7.8).

41 y = 3sen (2x+%)

o T

-

o 32! oaw \ew2f [0 \a2[ o \z:n2[ um

bbb -

Y

Figura 7.8. Grafica de la funcion trigonométrica ejemplo 1

2. f(x)=-4Cos (3x+3%)

2r  2xm
La amplitud es |- 4| =4, el periodo es m ~ 3 . Para encontrar el despla-

zamiento de fase y el intervalo que contenga exactamente un ciclo, resolver las
. 3 3 5
ecuaciones: 3x+%=0 = x=- % y 3x+7”=27z = x=£ ; entonces el

desplazamiento de fase es - z y hay una onda cosenoidal de amplitud 4 en el

intervalo —5,5—”
412

Para construir la grafica procedemos de la siguiente manera:

342720 > x=-% | y=-4Cos(0)= -4 = P [-Z-
4 4 4
WA= o x=o T yeaces[E)=0 = b, [- Z.0
4 2 12 2 12
3x+3—7[=7r = x="1 , y=—4C0s(7r)=4 = P £,4
4 12 12
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s+ F =T o = y=—4cos(3—”)=o=> P4(§,o)
4 2 2 4

4
R T SN x=2" ,  y=-4Cos(27)=-4 = P, (5—”,—4)
4 12 12

Luego ubicamos los puntos hallados para construir la grafica de la funcion y con
un proceso andlogo se puede desplazar hacia la derecha e izquierda (ver figura 7.9).

64
y=-4cos (3x + %)

4

2

e Bn iz w |k |0 | @k & a2 r snd

\ ; L4 ]
Y

Figura 7.9. Grafica de la funcion trigonométrica ejemplo 2

El proceso anterior se debe aplicar para construir las graficas de las funciones
trigonométricas de los ejemplos 3 y 4.

3
3. f(x)=3 Sen (3x+7ﬂ) 4. f(x)=-2Cos (2x+§]
4] =3Sen (3x + 3T 4 =2Cos +I
N y ( 2) N y=2C (Zx 2)
2] 2
1
0

2/3> PR [)2 \2 .34\. e [\ 35\2
AATRTRTRVIVATE A

Figura 7.10. Grafica de la funcion Figura 7.11. Gréfica de la funcién
trigonométrica ejemplo 3 trigonométrica ejemplo 4

A od L =
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Consideremos la funcion trigonométrica de la forma f'(x) = a Tag(bx +c) con
abc € Rya#0.

Para hallar el periodo de la funcion lo haremos a partir de la expresion ﬁ-

Para determinar el desplazamiento de fase, se resuelve la ecuacion bx +c = 0;

Six=- % <0, la grafica de la funcion se desplaza hacia la izquierda, y si x= -% >0,
la grafica de la funcion se desplaza hacia la derecha.

Para determinar el intervalo en el que la funciéon cumple un ciclo se deben
resolver las ecuaciones:

bx+tc=-2 y bxt+c==
2 2

Entonces el intervalo en el que la funcién cumple un ciclo esta dado por:

T T
—+c —-c
_2 2

b ' b
Ejemplos.

Construir la grafica, hallar el periodo, el desplazamiento fase y el intervalo en
el que las funciones cumplen un ciclo.

1.f(x)=3Tag(x+§)

T

’ — . C

El periodo es m =7 ; el desplazamiento de fase es - —=-
b

Para hallar las asintotas verticales sucesivas, resolvemos las ecuaciones:

T T T T T
3 2 6 3 2 6

_57r7r
66

Entonces la funcién cumple un ciclo en el intervalo
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Para construir la gréafica de la funcidén procedemos de la siguiente manera:

x+Z=-2 = xz—s—” , y=3Tag (_Z]: © = P (—5—”,00]
3 2 6 2 6
x+%=0 = x=-% , y=3Tag(0)=0 = P, —%,o

T T T T T
X+t—= — = x=—= =3Tag — =0 = P, —,
3 2 6 ym2lee g s

Luego ubicamos los puntos hallados para construir la grafica de la funcién

y con un proceso analogo se puede desplazar hacia la derecha e izquierda, ver

figura 7.12.

T e

R E R

. K ' ! [ E ! v
Figura 7.12. Gréafica de la funcion trigonométrica, ejemplo 1

El proceso anterior se debe aplicar para construir las graficas de las funciones

trigonomeétricas de los ejemplos 2 y 3.
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3. f(x)Z%Tag[x—k)

10
b

s AN s

I R

)Y

L A =/

13 - 0. n 3

/e o

I IR

: : v :

Figura 7.13. Gréfica trigonométrica Figura 7.14. Gréfica trigonométrica

de ejemplo 2 de ejemplo 3

Para graficar f(x) = a Ctg(bx +c) con a,b,c E Ry a # 0 ; el periodo de la fun-
cion lo hallaremos a partir de la expresion ﬁ Para determinar el desplazamiento
de fase se resuelve la ecuacion bx +¢=0; si x = —% <0 la grafica se desplaza hacia
laizquierday, si x= —% >0, la grafica se desplaza hacia la derecha. Para encontrar el
intervalo en el que la funcion cumple un ciclo, se deben resolver las ecuaciones:

bx+tc=0 'y bx+c=mn

. ., ) c -c
Entonces el intervalo en el que la funcidon cumple un ciclo es : l— B’ ﬂb l

Para construir las gréaficas de las funciones trigonométricas f (x) = a Sec(bx
+c)y f(x)=a Csc(bx +c)cona,b,c ERya#0,b+#0;se construyen las graficas
de f(x) =a Cos(bx +c) y f (x) = a Sen(bx +c) , se toman los reciprocos, se grafican
las asintotas y finalmente se construye la grafica.

Ejemplos
hY4 1
1. =Sec|2x-"“|=— —
f(x) ec(x 3) i
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Con los procedimientos vistos, graficamos y = Cos [Zx - 5?") tomamos los recipro-
Sn (13+6n)x
2

4 T .
cos, graficamos las asintotas 2x- S5t > x= , n€Z y construimos

la grafica de y =Sec (Zx - 53—”) , representada en la figura 7.15.

Figura 7.15. Gréfica trigonométrica de ejemplo 1

3 3=x 1
2 f(x)=-Sec| —x+—|=
’ 2 7 3 3m
-Sen|—x+—
2 7
Con los procedimientos conocidos, graficamos y = - Sen (%x + 37”) , tomamos
los reciprocos, graficamos las asintotas 3—2x+3—7” =nm = x= W n€Z y cons-

truimos la grafica de y = —Sec(%x+ 37—”) , representada en la figura 7.16.
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Figura 7.16. Grafica trigonométrica de ejemplo 2

NOTA: dado que la funcién secante es el reciproco del seno, para hallar las
asintotas, tomamos los valores de x en los que la funcidn seno se hace cero, que
son: x = nw , n € Z . Este razonamiento se aplicd para hallar las asintotas de
ejemplo anterior.

Con procesos analogos, construimos las graficas de las funciones trigonomé-
tricas de los ejemplos siguientes:

1 V/a
3. f(0)= 3 Sec (x - g) 4. fix) =Cos (2x) =2 Cos (4x) —3 Sen (3x)

1 88 = Cos (21) - 2Cos (40) - 35en (1)

w2
1

/2 Sm/2

Figura 7.17. Grafica trigonométrica de ejemplo 3 Figura 7.18. Grafica trigonométrica de ejemplo 4
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5. f(x) =—|Sen(2x) —1| —Cos (8x) 6. f(x) = |Sen(2x) —1| —Cos (4x)

A

49 y=[sen (2x) - 1| - cos (4x)

4
34 y=-|sen (2x) - 1] - cos (8x) 34
2_ 4

| A AN

“On w2 R AR b4 3n/2 2n

Figura 7.19. Grafica trigonométrica de ejemplo 5 Figura 7.20. Grafica trigonométrica de ejemplo 6
EJERCICIOS PROPUESTOS 7.1

a) Graficar las siguientes funciones trigonométricas y hallar el periodo, la am-
plitud, desplazamiento de fase, el intervalo donde la funcién cumple un ciclo, asin-
totas, y analizar la monotonia en el intervalo donde la funciéon cumple un ciclo.

1. f(x)=Sen (Zx - %)— 2 2. f(x)=-3Sen (x-i— 37”)+5
3. f(x)=-5Cos (3x - 3?) 4. f(x)=2Cos (4x - 77”)

5. f(x)=-3Tag (% 47) 6. f(x)=2Tag (3: ?g) -1
7. f(x)=-2Sec (7x 76”) v 8. f(x)=-3Cig (’; +57”)

9. f(x)=|Csc (37’6 %] % 10. f(x) = =Sen (x— %)u
11. f(x)=-4Cos (— 2 - 3?”) 12. £(x) = Sec (6x+9?ﬂ) -3

7
13. f(0)= _‘2CSC (4x— _ﬁ] +5 14. f(x)=-3Sec B3x —m )+ 4

2
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15. f(x) =2Sen(3x) — 3Cos(x + 2w ) — 3

17.f(x) =—2Sen? (x +n ) — 2Cos* (x +n ) + 5

19. f(x)=2Sec(2x) — 3Csc(x —m)

21. f(x)= ﬁcSch + %)

23. f(x)=-2Sen (%x— %) +3

25 f(x)=3Csc (3x - %)

1 T

27. f(x)=- %Sen (§x+ 5)

29. f(x) -3Ctg (3x-2 7)+2.

16. f(x) = Sen(3x)Cos(3x)

18. f(x) = Tag(3x)Ctag(3x) + 2

20. f(x) = Sec 2 (3x) —Tag* (3x) — 3

22. f(x)=-/3Cos (%x - %)

24, f(x)- -5cOs[§x ¥ g”]

26. f(x)=2Sec (x- %)— 3

28. f(x) -4Sec (5x-m)+5.

30. f(x)= —4Tag(%x - %)

b) Los siguientes cuadros muestran un resumen de las caracteristicas de las
funciones trigonométricas. Complételo:

Caracteristicas

1
— Sen ( -
> (-x)

1
— C -
5 0s (-x)

1
— Ta -
5 g (x)

1
— Cto ( -
3 g (-x)

1
— Sec ( -
5 (-x)

1
—C -
5 sc (-x)

Dominio

Recorrido

Amplitud

Periodo

Desfase

Asintotas

Par o impar

Simetria

Interseccion
con el eje x

Tabla 7.1. Tabla de llenado con las caracteristicas de varias funciones trigonométricas
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Caracteristicas | -2 Sen (2x) | 3 Cos (-2x) |4 Tag(3x) | - Ctg(4x) | 2Sec(-rx) | -3 Csc(-rx)

Dominio

Recorrido

Amplitud

Periodo

Desfase

Asintotas

Par o impar

Simetria

Interseccion
con el eje x

Tabla 7.2. Tabla de llenado con las caracteristicas de varias funciones trigonométricas
7.4. Funciones trigonométricas inversas

Para definir la inversa de una funcién es necesario que esta sea biyectiva. Ya
que ninguna de las funciones trigonométricas es biyectiva, para el estudio de las
inversas restringiremos sus dominios.

7.4.1. Funcién seno inversa

Para que la funcion seno sea biyectiva (ver figura 7.21), la definiremos de la

siguiente manera: sen: |- % %] > [F1L1] 7y =sen(x)

La funcion inversa del seno (ver figura 7.22), es la funcion arcoseno, y se
denota por sen 'x o por arcsen x y la definiremos de la siguiente manera:

arcsen:[-1,1] - [— %,g] /'y =arcsen(x)
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y = sen(x)

) 0 n2

-1.59
Y

Figura 7.21. Grafica de funcion seno en un intervalo

Para construir la gréfica en el software GeoGebra u otros, lo que ingresamos

es y = arcsen (x)
Propiedades para arcsen (x)
a) sen (arcsen (x))=xsi—1<x<1

b) arcsen (sen (y))=ysi- —<y< %

V4
2

f(x)=arcsen (x)
. 0
- . i .

-1

Y

-T/2 A

Figura 7.22. Grafica de funcion arcoseno
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Ejemplos

1. Hallar el valor exacto de sen (arcsen (@D

Aplicando la propiedad tenemos que sen [arcsen (f)) = 73 yaque -1< g <1

5
2. Hallar el valor exacto de y si: y = arcsen ("05 (?”D

. Sr . .
Primero hallemos el valor de cos (7) , ¥ luego determinamos el seno inverso

, . Sr 1 T
de ese numero, es decir: y =arcsen |cos =) = areen| 5=

. 1
3. Hallar el valor exacto de y si: y =arcsen (ctg (%D

A\

17 5
Hallemos el valor de % [Tﬂ) =cig (?”) =g (g) ~3 vy luego determinamos

. , . 17 3 .
el seno inverso de ese niumero, es decir: y =arcsen (ctg [T”D =arcsen (— g) =-35.26

7.4.2. Funcién coseno inversa
Para que la funcion coseno sea biyectiva (ver figura 7.23), la definiremos de

la siguiente manera:

cos :[0,m ] —[-1,1] / y = cos(x)
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y = cos(x)

n/

a

Figura 7.23. Grafica de uncion coseno en un intervalo

La funcidén inversa del coseno (ver figura 7.24), es la funcion arcocoseno, y

se denota por cos™! x o por arccos x y la definiremos de la siguiente manera:

arccos :[—1,1]— [0,n ]/ y = arccos(x) .

-1

n/

0

/

f(x) =arccos(x)

Figura 7. 24. Grafica de funcion arcocoseno

Para construir la grafica en el software GeoGebra u otros, lo que ingresamos

es y = arccos (x)

Propiedades para arccos (x)

a) cos (arccos (x))=xsi—1<x <1

b) arccos (cos ())=ysi0<y<m
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Teorema 7.1. Para todo x € [-1, 1 ] se cumple que:
a) sen (arccosx)=\1-x?
b) cos (arcsenx)=V1- x>

Ejemplos.

1. Hallar el valor exacto de cos (arccos (%))

1
yaque—1<5<1

N =

Aplicando la propiedad tenemos que cos (ar ceos [%D N

2. Hallar el valor exacto de y si: y=arccos (sen (%r))

Primero hallemos el valor de sen(%r) y luego determinamos el coseno in-

, . s 1) 2x
verso de ese numero, €S decir: y =arccos | sen ? =arccos | — 5 = T

3. Hallar el valor exacto de y si: ¥ = arccos (Sec (%ZD
Hallemos el valor de sec (%] =sec (5?”) =sec (%) =2

Luego determinamos el coseno inverso de ese nimero, es decir:
Iz
y =arccos | sec ES = arccos (2)

La ecuacion no tiene solucidon porque el argumento de arcoseno no estd com-

prendido entre -1 y 1.
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4. Hallar el valor exacto de y si: y =arccos (Ctg [357”))

Hallemos el valor de crg (357”) =ctg (ST”) = -ctg(%): - 3

Luego determinamos el coseno inverso de ese nimero, es decir:
y =arccos (ctg (%”D = arccos (— ? )= 125.26°

7.4.3. Funcién tangente inversa

Para que la funcién tangente, sea biyectiva (ver figura 7.25), la definiremos
de la siguiente manera:

aa
tag:[-—,—| = R/ y=tag(x)
2 2]
154
y = tan(x)
l_
0.51
g T 0 T -
/2 0 /2
-0.54
1
-1.54
Y

Figura 7.25. Grafica de funcion tangente en un intervalo

La funcién inversa de la tangente (ver figura 5.26), es la funcion arcotangente
y se denota por tag ~'x o por arctagx y la definiremos de la siguiente manera:
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arctag: R — _E,f / y = arctag(x)
22
f(x) = arctan(x)
--------------------- Y A
e 1 0 1 5
-------------------- T S
\

Figura 5.26. Gréfica de funcion arcotangente

Para construir la grafica en el soffware GeoGebra u otros, lo que ingresamos
es y = arctag(x) .

Propiedades para arctag(x)
a) tag (arctag(x))=x,¥x €R

b) arctag (tag (y)) =ysi - =<y <

(SR

z
2

Teorema 7.2. Para todo x que pertenece a R, se cumple que:
x

IR

sen (arctag(x)) =
Ejemplos

1. Hallar el valor exacto de tag (arctag (v 3))
Aplicando la propiedad tenemos que tag (arctag (V3)) =v3

2. Hallar el valor exacto de y si: y=arctag (COS(BT”D
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. 137 . .
Primero hallemos el valor de cos (3) , vy luego determinamos inverso de ese

numero, es decir: y = arctag (cos (BTE]) = arctag (%) =26,57°

3. Hallar el valor exacto de y si: y=arctag (C’g (19?”])

3

Hallemos el valor de g (19—”) = ﬁ—oﬂﬂ
12}

Ahora determinemos la tangente inversa de ese niumero, es decir:

y=arctag (ctg[wT”D =arctag (0.5774) =30°

7.4.4. Funcién cotangente inversa

Para que la funcidn cotangente sea biyectiva (ver figura 7.27), la definiremos

de la siguiente manera:

ctg :[0,7 ]— R/ y = ctg(x)

44
y = cot(x)
2_
1_
- . . 0 : -
32 m w2 |0 wf T 3n2
1 :
2
3.
“y

Figura 7.27. Grafica de funcion cotangente en un intervalo
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La funcién inversa de la cotangente (ver figura 5.28), es la funcion arcocotan-
gente, y se denota por ctg 'x o por arcctgx , la definiremos de la siguiente manera:

arcctg : R—[0,n] / y = arcctg(x)

Teorema 7.3.

a) ctg(arctag(x)) = l, x#0
x

b) tag(arcctg(x)) = i, x#0

c)cos(arctag(x)) =

|
Ji+x? ’

\ y = arcctg(x)
/2 ¥
- 0

54321 123 45

[}

Figura 5.28. Grafica de funcion arcocotangente

SOFWARE GEOGEBRA

Para construir la gréafica en el software GeoGebra, digitamos funcion y apa-
recerd: Funcion| <Funcion>, <Valor inicial>, <Valor final> ] luego escribimos:

Funcion % - arctag(x),~10, 10
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Ejemplos.

1. Hallar el valor exacto de arcctg (v 3)

Si a la expresion dada le igualamos a un valor y , le aplicamos la tangente a
ambos lados y por el literal a) del teorema anterior, obtenemos:

y=arcctg (ﬁ) = tag (y) =tag(arcctg (\/g)) S tag (y) = % = y=tag” (%) =30°

. 177
2. Hallar el valor exacto de y si: y =arccig (sen( 3

N——

Hallemos el valor de sen (177::) = sen [5?”) =-sen [%) =- g y determinamos la

cotangente inversa de ese nimero, es decir:
1
y =arcctg (sen (73”]] = arcctg (— f] = ctgly)=- ? =

2 2
= tag(y):—ﬁ = y=arclag(—$)

1 __ﬁﬁ

ag(y) 2

-49.11°.
7.4.5. Funcién secante inversa

Para que la funcion secante sea biyectiva (ver figura 7.29), la definiremos de
la siguiente manera:

sec:lo,%lulg,nl —]-00, -1]U[1,+00]
que y = sec (x)
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[
y=sec(x) 34 :

Y
Figura 7.29. Grafica de funcion secante en un intervalo

La funcion inversa de la secante, ver figura 5.30, es la funcion arcosecante, y
se denota por sec”! x o por arcsec x y la definiremos de la siguiente manera:

arcsec :]—0o,- 1]u[1,+00[ - lO,%[ulg,nl

Figura 7.30. Grafica de funcion arcosecante

SOFWARE GEOGEBRA

Para construir la grafica en el software Geogebra, digitamos funcion y apa-
recera: Funcion[ <Funcion>, <Valor inicial>, <Valor final> | luego escribimos
lo siguiente:
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Funcion [arccos (l),— 10, 1] para que salga la parte izquierda de la grafica y para

arccos (l), 1, 10]
X

7.4.6. Funcién cosecante inversa

que salga la parte derecha Funcién

Para que la funcion cosecante sea biyectiva (ver figura 7.31), la definiremos

de la siguiente manera:
sce: l- %,0 lul O,g l —]-c0, - 1] U[l+oo]

que y = csc(x).

y = csc(x)

W
1

a2 o a2 0 z2 1 il

Figura 7.31. Grafica de funcion cosecante en un intervalo

La funcidén inversa de la cosecante (ver figura 7.32), es la funcion arcoco-
secante, y se denota por csc™! x o por arccsc x y la definiremos de la siguiente
manera:

arcsec:] -0, = 1] U[1,+oo[ — lO,% [Ul g,ﬂ'l

tal que y = arcsec(x)
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rd Yy=arccsc(x)

Figura 5.32. Grafica de funcion arcocosecante

Teorema 7.4.

a) arcctg(x)= % - arctag(x)
1

b) arcsec(x) = arccos (—] N E
X

¢) arccsc(x)=arcsen (l) ., | =1
X

SOFWARE GEOGEBRA

Para construir la gréafica en el software Geogebra, digitamos funcion y apa-

recerd: Funcion[ <Funcion>, <Valor inicial>, <Valor final> | y escribimos lo
. 1 . . ,

siguiente: [arcse“ (;],-10, 1] para que salga la parte izquierda de la gréafica y para que

salga derecha [arcsen&], L 10]

EJERCICIOS PROPUESTOS 7.2

Hallar el valor exacto de las siguientes expresiones trigonométricas
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- sen (Hecos (L) e 0)
3 Seen (@)M (%)mg-l (5)
4. Sese” (V2)- Jag™ (1)

()
5. Yy =arcsen |cos ?

.
6. y =cos (arccos ﬁ))

( ( 16;:))
7. y =arccos | sen| —
\ 5
2ta arcct, ! - 5arccos sec 357
8. 3T /)] 7 3
37 1
9. arccig | cos T -4 sen |arcsen 5

10. arcctg (ctg (ST”D - 3arcsen (g) - Sarcsec (— %)
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11. arcctg (ctg [ST”D - 3arcsen (%) - Sarcsec (— %)

12. 2arcctg (ﬁ )+ 7 arcctg [sen (MT”D - ar cos[%)

13. Sarctg (3) — 6 arccos (sen (7?”)) - arcsen (g)

14. 4 arccos (%) + 3 arcsen (g) - arctag(9) - Sarccsc (%)

15. 7 arcsen [Sen (%)) + 3 arcsen [tag (%]) - 2arctag (ctg (377[)]

7.5. 1dentidades trigonométricas

IDENTIDADES FUNDAMENTALES

Una identidad trigonométrica es una igualdad que es verdadera para todos los
valores de los angulos para los cuales estan definidas las funciones.

1. Cos* o+ Sen*a =1

La demostracion de la identidad la hacemos a partir del circulo trigonomé-
trico de radio 1 (ver figura 5.26), se tiene que: Cos ¢ = ? =x, Sena = % =yy
por el teorema de Pitagoras x* + y* = 1 al reemplazar la equivalencias de x e y se

tiene que: Cos? o+ Sen? a =1
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2. Tag? o+ 1= Sec? a

Figura 7. 33. Circulo de radio 1

Si a la identidad trigonométrica fundamental Cos 2a + Sen 2a = 1 dividimos

para Cos 2a cada uno de los miembros se tiene que:

C0S2a+Sen2a_ 1

Cos’a Cos*a Cos*a

Seno

Sabiendo que Taga = y  Seca=

Coso Coso

obtenemos 1 + Tag? o = Sec’ a

3.Ctg*a+ 1=Csc*a

Alaidentidad trigonométrica fundamental Cos? o + Sen > o= 1 dividimos para

. Cos’a Sen’a 1
Sen 2 0. cada uno de los miembros + =

sabiendo que
Sen*a Sen*a Sen’a y 9

Crga = Cosax

y Csca =
Seno eno

obtenemos Ctg? a + 1= Csc? a.
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IDENTIDADES DE LA SUMA Y DIFERENCIA

Sen(a +f)=Sen a Cosf+ Sen 3 Cos «a
Sen(a —f)=Sen a Cos — Sen Cos a
Cos(a+ f)=Cos a Cos f—Sena Senf

Cos(a—p)=Cosa Cos B+ Sena Sen f8

Tag (a+ )= Tag o +Tag B
1-TagaTag B
Tago-Ta
Tag (o~ p)- 80" TaP
1+ Tag o Tag
Crg (a+,8)=Ctga Crg f-1
Ctg p+Ctg o
Ciga Cig p+1
Crg (a-p)="18% 8P
Ctg f-Clgx

IDENTIDADES DE ANGULOS DOBLES

Sen2 a=2 Sen o Cos o

Cos2a=Cos?—Sen?0=1-2Sen’*a=2 Cos’a -1
2Tag o

Tag2o=——=>—
g 1-Tag* o

IDENTIDADES DEL ANGULO MITAD

Ta gz_'_ 1-Cosa= Sen o Ct g=+1+Cosa:
g2 _\/1+Cosa 1+ Cosa g2 ~ Sena
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IDENTIDADES DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE SENOS'Y
COSENOS

Sen o« = Sen = 2 Sen %(0{+,3) COS% (CV‘,B)

Sen a = Sen = 2 Cos %(0{+,B) Sen% (a/—,B)

Cos o« = Cos =2 Cos %(0(4',3) Cos% (05‘,5)

Cos a = Cos = -2 Sen %(0{+,3) Sen% (0!‘,3)

IDENTIDADES DE PRODUCTOS DE SENOS Y COSENOS
2Sen o Sen B=Cos (a— B)—Cos (a+ )
2Sen o Cos 3= Sen (a.— B )+ Sen (a+ )
2Cos o Sen B=—Sen (a.— B )+ Sen (a.+ B)

2Cos a Cos B= Cos (a — B )+Cos (a+ B)

OTRAS IDENTIDADES

Sen (=B )=—Sen (B) Cos (=B) = Cos (B)
(7

Tag (—B)=-Tag (B) Sen 5 ﬂ) =Cospf
\

Cos (% - ,B] = Senf Tag [%— ,B) = Ctgf

Sen (1 - ,B] =Cospf Cos rz+ ,B) =-Senf

2 2

Tag(%‘ ,3] =-Cigf Sen (n —f )= Sen 8
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Cos(n—fB)=—Cos

Sen(m+ [ )=—Senf3

Tag (n +B )=Tag B
3z

ol
3

Sen[7+,3) =-Cosf

Tag (37”+ﬂ]

Cos(2n—p )= Cos B

-Senpf

-Ctgf

Sen(2n +f)=Sen 3

Tag(2n +p)=Tagp

Cos (3x) =4Cos’x —3Cosx

Cos (4x)=8Cos*x—8Cos’x +1

Tag(n —B)=—-Tag P

Cos (n+ B )=—Cos

sof 29

T ag( ﬂ] Cigf

-Cospf

Cos (37” + ,B) SenfS

Sen(2n—fB)=—Sen f3
Tag(2n—p)=-Tagp

Cos(2n +B)=Cos

Sen (3x) = 3Senx — 4Sen’x

Sen (4x) = 4SenxCosx —8Sen’*xCosx

Sen (5x)=5Senx—20Sen’x+16Sen’x

Cos (5x) =16Cos’x — 20Cos’*x +5Cosx

3Tagx-Tag’x

Tag(3x)= 1-3Tag’x

3Tagx - Tag’x

Tag(3x)= 1-3Tag’x

Tag’x - 10Tag’x + 5Tag

Tag(5x
g(x)= 1-10Tag’x +5Tag"x
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7.6. Demostracion de identidades
trigonométricas

En la demostracion de identidades trigonométricas que contienen funciones
de diversos angulos, es aconsejable expresar dichas funciones como funciones
de angulos simples. En algunos casos es ventajoso cambiar todas las funciones a
Senos y cosenos.

Ejemplos
1. Demostrar que Cig2x Cigx  _ 5.
Ctg2x Cigx+1
Cos2x Cos x Cos2x Cosx
Crg2x Cigx  _ Sen2x Senx _ Sen2x Sen x
Ctg2x Crgx+1 Cos2x Cos x ‘1 Cos2x Cos x +Sen2x Sen x
Sen2 x Sen x Sen2x Sen x
_ Cos 2x Cos x
Cos 2x Cos x+Sen 2x Sen x
Cos2xCosx Cos2xCos x
= = =Cos2x
Cos (2x - x) Cos x
_Clg2x Cigx _ )0y L.Q.QD.
Ctg2x Crgx+1
2. Demostrar que Csc(x-y) _ Cigy + Crgx
Cse(x+y) Crgy-Crgx
Cosy " Cosx  Cosy Senx + Cosx Seny
Cigy +Cigx _ Seny  Senx _ Seny Senx _ Cosy Senx + Cosx Seny
Ctgy - Ctgx ~ Cosy _Cosx  Cosy Senx = Cosx Seny  Cosy Senx — Cosx Seny

Seny  Senx Seny Senx

1
_ Senx (x+y) _ Csc (x+y)
Senx (x-y) 1
Csc (x- )

Cigy +Crgx _ Cse(x-y)
Cigy - Ctgx  Csc(x+y)

L.Q.Q.D.
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Csca—-1 _1- Sena
3. Demostrar que Csca+1  Cosa

1 1 1-Sena
Csca-1_ |Sena  _ | Sena =\/1 ~Sena _ |(1- Sena)(1- Senc)
\ Cscar+1 1 1 I+Senar \1+Senar "\ (1+Senax)(1- Senc)

Seno Sena

:\/(l—Sena)Q :\/(l—Sena)z

1- Sen*« Cos’a

\/m _ 1- Senc
Csca +1 Cosa L.Q.Q.D.

4. Demostrar que 8 Sen*o =3—4 Cos2 o +Cos 4 a
Sabiendo que Cos2 o =Cos’o. — Sen* o.=1-2Sen’a 'y

Cosd o= Cos2(2 a) = Cos*2 a. — Sen’2 o.=1— 2Sen* 2a , la demostracion la

haremos a partir el lado derecho para llegar al izquierdo.

3-4 Cos2 a +Cos 4 a = 3—4(1-2Sen2 o) +(1-2Sen’2 «)

=3—4 (1-2Sen’a) +a [1-2 (2 Sen a Cos a)*] a

= 3—4 +8 Sen’a +1—-8Sen’*a Cos’a
= 8Sen’a(1—Cos*a) = 8 Sen*a Sen’a

3—4 Cos2 a +Cos 40, =8 Sen‘a L.Q.Q.D.

5. Demostrar que Sen (3) = 3Senoc — 4Sen®

Sabiendo que Cos2 o =Cos*a— Sen*a.=1-2Sen’a. y Sen 20.= 2Seno. Coso. se tiene:

268



Jorge Tuapanta, Mg

Sen 3a = Sen 2o+a) = Sen2 o Coso. + Cos2o Sena.
=2 Sena CosaCos o+ (1-2Sen *a) Sena

=2 Sena Cos’a + (1-2Sen %a) Sena
=2 Sena (1-Sen’a) + (1— 2Sen 2a) Sena
=2 Sena — 2Sen *a + Sena — 2Sen’a

Sen (3a)) = 3Sena — 4Sen’a L.Q.Q.D.

6. Demostrar que Cos(3a) = 4Cos’a —3Cosa

De Cos2 a = Cos*o. — Sen*a=2Cos*o—1 'y Sen 2 a. =2Sena Cos o se tiene:
Cos(3a) =Cos(a + 2a) =Cos a Cos2 o.— Sen o. Sen2 o,

= Cosa (2Cos’a —1)— Sen a(2Senx Cosa)
=2Cos*a —Coso. — 2Sen’a Cosa.
=2Cos*0. —Cosa — 2(1—Cos?*a. ) Cosa

=2Cos’0 —Coso. —2Cosa + 2Cos’a

Cos(3a) = 4Cos*a —3Coso. L.Q.Q.D.

7. Demostrar que Cos(5a) =16Cos’o —20Cos*a +5Cosa
Sabiendo que Cos2 o =Cos*a — Sen’a=2Cos’a—1,  Sen2 a=2Seno Cosa
Sen (3a) = 3Sena — 4Sen*a Cos(3a) = 4Cos*a—3Cosa., se tiene:
Cos(5a) =Cos(2a +3a) =Cos2a Cos3a — Sen2a Sen3a
=(2Cos*0.—1)(4Cos* a—3Cos o. )—(2Sen o. Cos o )(3Sen a. —4Sen’a)

=8Cos’0 —6Cos*a —4Cos*a +3Cos o. —6Sen* 0. Cos o. +8Sen*a Cos a
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=8Cos® a.— 6Cos* a —4Cos* a.+3Coso.— 6(1— Cos* a.) Cos o.+ 8(1— Cos* a )* Cos a
=8Cos’a —6Cos’a —4Cos’a +3Cosa. —6Cosa +6Cos’o. +8(1—2Cos’o. +Cos*a) Cos a
=8Cos’a —4Cos’a —3Cos a +8Cos a —16Cos’*a +8Cos’a

=16Cos’a —20Cos’a +5Cosa

Cos(5a) =16Cos’a —20Cos’a +5Cosa L.Q.Q.D.

8. Demostrar que  Sen 5o+ Sen 2a T, (7x)
=Ta

Cos S50+ Cos 2o 7

Sabiendo que Sen o + Sen = 2 Sen %(oﬁrﬁ) Cos% (0(—,5)

y Cos & + Cos =2 Cos %(oﬁﬁ) Cos% (= B) , se tiene:

1 1 1 1
Sen S+ Sen 20 _ 28en E(5x+ 2x)Cos 5(5x -2x) . Sen 5(7x)C0s 5(3x)

Cos S5a+Cos 2

2Cos %(Sx +2x)Cos %(Sx -2x) Cos %(7x)C0s %(3)6)

Sen Sa+ Sen 2o (7x)
=Tag

Cos 500+ Cos 2o 2 L.Q.Q.D.
_ 3
9. Demostrar que Tag(3x)= M
1-3Tag"x
2T
Sabiendo que 7Tag(2x)= iﬁ , se tiene:
1-Tag"x
Tagv+Tagax €11 2?’@2
Tag(3x)=Tag(x+2x)= asxTiagox _ ag x
I-TagxTag2x | _ 2 TagxTagx
1-Tag’x
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Tagx - Tag’x +2Tagx

1-Tag’x
1-Tag’x-2Tag’x

1-Tag’x

:3Tagx—Tag3x
1-3Tag’x

3Tagx-Tag’x

Tag(3x)= 1-3Tag’x

Tag’x-10Tag’x+5 Tag

10. Demostrar que Tag(5x) =
1 g(5x) 1-10Tag’x+5Tag"x

3Tagx - Tag’ 2T,
Sabiendo que 7ag(3x)= Lazgx y Tag(2x)= iﬁ se tiene:
1-3Tag"x 1-Tag"x

2Tagx  3Tagx - Tag’x
Tag(2x)+ T — 2 _ 2
Tag(5x) =Tag(2x +3x) = ag(2x) +Tag(3x) _ 1-Tag'x 1-3Tag x3
1-Tag(2x)Tag(3x) 1- 2Tagx 3Tagx-Tag x
1-Tag’x 1-3Tag’x

2Tagx(1 -3 Tagzx)Jr (l - TagzxX?)Tagx - Tag3x)
(1 - Tagzxx1 -3 Tagzx)

(1 - TagzxXI -3 Tagzx)— 2Tagx(3Tagx - Tag3x)
(1 - TagzxXI -3 Tagzx)

_ 2Tagx(1 -3 Tagzx)Jr (1 - TagzxX3Tagx - Tag3x)
(1 - TagzxXI -3 Tagzx)— 2Tagx(3Tagx - Tag3x)

_ 2Tagx - 6 Tag’x +3Tagx - Tag’x - 3Tag’x + Tag’x
1-3Tag’x - Tag’x +3Tag"*x - 6Tag’x +2Tag"x

_ Tag’x - 10 Tag’x + 5Tagx
1-10Tag’x +5Tag"x L.Q.Q.D.
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7.7. Signos de funciones trigonométricas

En un sistema de coordenadas rectangulares, se dice que un angulo esta en
posicion estandar, si el vértice coincide con el origen y lado inicial /, coincide
con el eje x positivo.

Si 1, hacemos girar en direccion contraria al giro de las manecillas de un re-
loj, hasta la posicion terminal 7, , el angulo se considera positivo.

Si 1, gira en direccion de las manecillas de un reloj, el angulo se considera
negativo (ver figuras 7.34).

a) Angulo positivo b) Angulo negativo ¢) Angulo positivo

f‘y y y

]

Figura 7. 34. Representaciones de angulos positivos y negativos

Se dice que un angulo es cuadrantal si su lado terminal esta en un eje coor-
denado (ver figuras 7.35).

Figura 7. 35. Representaciones de angulos cuadrantales
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Si 6 es un angulo no cuadrantal en posicion estdndar, el angulo de referencia
para 0 es el angulo agudo 6 _que ¢l lado terminal de 6 forma con el eje x.

Si 0 es un angulo en el primer cuadrante, el angulo de referencia es 6. =0 . Si
0 es un angulo en el segundo cuadrante, el dngulo de referenciaes 6 =n —0, ver

figuras 7.36.

A

Ox
AN _
X

Figura 7. 36. Representaciones de los angulos de referencia en el primero
y segundo cuadrante

Si 0 es un angulo en el tercer cuadrante, el angulo de referencia es 6 =7 —0.
Y si 0 es un angulo en el cuarto cuadrante, el angulo de referencia es 0 = 27 —0),

(ver figuras 7.37).

=Y

A

=Y

A

Figura 7. 37. Representaciones de los angulos de referencia en el tercero
y cuarto cuadrante

Teorema: sea 6 un angulo no cuadrantal en posicion estdndar, entonces para
hallar el valor de una funcion trigonométrica en 6, se determina su valor para el

angulo de referencia 0 y se antepone el signo apropiado.
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Para determinar los signos de los valores de las funciones trigonométricas,
supongamos que 6 estd en el segundo cuadrante y P(x, ) es un punto en el lado
terminal (ver figura 5.38). Entonces x es negativa e y positiva, esto implica que la
funcion seno y la cosecante son positivas y las demas negativas.

De igual forma, si 0 estad en el cuarto cuadrante y P(x, y) es un punto en el
lado terminal, entonces x es positiva e y negativa. Esto implica que la funcion
coseno y la secante son positivas y las demas negativas.

P(x.y)

Figura 7.38. Punto y angulo en el segundo cuadrante

Con un procedimiento andlogo se pueden determinar los signos de las funcio-
nes trigonométricas en los demas cuadrantes.

A continuacion, se resumen los signos de las funciones trigonométricas en
cada uno de los cuadrantes.

En el primer cuadrante, todas las funciones trigonométricas son positivas.

En el segundo cuadrante, seno y cosecante son positivas y las demas funcio-
nes trigonomeétricas son negativas.

En el tercer cuadrante, son positivas la tangente y cotangente, las demas son
negativas.

En el cuarto cuadrante, son positivos el coseno y la secante, las demas son

negativas.

Ejemplos

Usar los angulos de referencia para hallar los valores exactos de Sen 0, Cos
Oy Tag 0 si 9=%7z, 9=%7r y 9=§ﬂ'
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Para solucionar el problema y hallar los valores exactos de los angulos basi-
cos 30°,45°y 60° nos apoyaremos en los triangulos de la figura 7.39. Por ejemplo,
si queremos el valor exacto del coseno de 45° a partir del tridngulo rectangulo

., . . N1 2.
isosceles y utilizando la definicion, obtenemos Cos(45 )=$ =£; si queremos el

2
valor exacto de la cosecante de 60°, a partir de tridngulo equilatero y la defini-
y 2 23

cion, obtenemos Cse(60°)=— =" .

SC( ) \/?_, 3

45°
V2
1
45° .
1 1 1

Figura 7.39. Representacion de un tridngulo rectangulo, isosceles
y equilatero respectivamente

Sen (%”) = Sen (150) = Sen (30") :%
. . COS(%?Z’) =Cos(150°) = - Cos (30") =~ g
Tag(%ﬁ) =1g(150°) =-1g (30°) =~ ?

Figura 7.40. Angulo referencial en el segundo
cuadrante
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Sen (Zﬂ) = Sen (315") = - Sen (45°) =- £
4 2
6=315° Cos(zn) ~ Cos(315) = Cos (45") = 12
- T T T T ° T 4 2
0,=45
Tag(%;r) =1g(315°)=-1g(45")=-
Figura 7.41. Angulo referencial en el cuarto
cuadrante
(gn) Sen (240°) = - Sen (60") =- g

Cos (%72’) Cos (240%) = - Cos (60°) =- %

A

4
Tag(gﬂ) =1g(240°) =1g (60°) = /3
Figura 7.42. Angulo referencial en el tercer
cuadrante

7.8. Aplicaciones de las identidades

trigonométricas

En la resolucién de los ejercicios, veremos la aplicacion de las identidades
trigonométricas para solucionar los problemas.

1. Utilizando el valor de los angulos basicos, hallar el Sen 15°.

Sen15° = Sen (45°-30°) = Sen 45 ° Cos 30 ° — Cos 45 ° Sen 30 °

_23 21
22 22
J6-2

4
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Cos o — Sen o

N2
Cos (¢ -315°)=Cos a Cos 315° + Sen o Sen 315°

2. Demostrar que Cos (o -315°) =

= LCos - LSen o= %(Cos o - Sen &)

N Rt -

3. Demostrar que Sen (60° +a ) — Senoc = Sen (60°—a)

Sen (60° +a) — Sen o. = Sen 60°Cos o + Sen a. Cos 60° —Sen o

B

=—Cosa+lSen a-Sen o
2 2

N

=—~Cosa- lSen o
2 2
=Sen 60°Cosa —Cos 60° Sen o. =Sen(60°—a)

4. Demostrar que Tag (45°+a) = 1+Tag a

1-Tag o

Tagd5*tTaga _1+Tag o
1-Tag45°Taga 1-Tag a

Tag (45°+a) =

1-+/3Tag o
5. Demostrar que Ctg (60°+a)= Q
Taga+«/§
1 Lo, L1 1-fTage
Cig (60°+ ary= (18 60°Clg @ =1 _ Tag 60° Tag x _B3Taga  _ \Blaga
Ctg 60° + C1g a P, 1, 1 Taga+3
Tag60° Taga 3 Taga BTag o
Crg (60°+ay= = PT98
Taga+«/§
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2
6. Dado Sen x= f cuando estd en el segundo cuadrante (ver figura 7.43).

Halle Sen 2x , Cos 2x y Tag 2x

Sen 2x==2 Senx Cos x = 2(%)

Cos 2x = Cos’x - Sen’x = (——) - (is) =_ -

2T, 2(-2 4
Tag 2x == ag)2c ( )2 =_
1-Tag"x 1-(-2) 3
V5
2
1
Figura 7.43. Triangulo con angulo Figura 7.44. Triangulo ABC

x en el segundo cuadrante

7. Dado el triangulo ABC representado en la figura 7.44, demostrar que:

a) Sen (20.) = Sen (2[3)

Sen (20.) = Sen (2(90 = )) = Sen (180 — 2 ) =
= Sen180° Cos23 —Cos180° Sen2 3
=(0) Cos23— (—1) Sen2p

Sen (200 ) = Sen (2f3)
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2 2
b) Cos (2a)=2"1
2 2 2 2 2_ 2
Cos (2a)=C0s2a—Sen2a=(é) _(ﬂ) =b_2—a_2:b 2a
C C C C C
2ab
¢) Tag(2o)=-—5—
b°-a
2(2) 2a
2 Tag a b b 2ab
T 2 = = = =
ag( OC) I_TagZa | a2 bz_az bz_az
B
8. Si a termina en el tercer cuadrante (ver figura 7.45) y Crg a, = g
o
Hallar el valor de Seng, Cosg, Tagg y Cos2o - Tag—
2 2 2 2
] J
son%= 4 [1-Cos a _ _ 5 _ 3 310
2 2 2 10 10
3 2
/1+ -2 ad
o 1+ Cos « ( 5) \/; 1 J5
Cos—=+= =- 2= - —_ N7
2 V2 2 2 55
a 3
Seny o __35_ 3%
Tag—= = =- =-
2 C a 1 \/m 2
oS — —
2 A5
2 2
Cos2oa - TagKZCosza—Senza—Tagg: [— i) - (_ é) - 3ﬁ
2 2 5 5 2
169 32_7 32
25 25 2 25 2
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|

i

A

Ay

ar

Figura 7.45. Triangulo con angulo en el tercer cuadrante

EJERCICIOS PROPUESTOS 7.3

1. Si 0 es un angulo en posicion estandar y P(-11, 20) esta en el lado terminal
de 6, halle los valores de las funciones trigonométricas de 6.

2. Si a es un angulo en posicion estandar y P(-10, -7) esta en el lado terminal
de a, halle los valores de las funciones trigonométricas de o.

3. Si B es un angulo en posicion estandar y P(8, -15) esta en el lado terminal
de B, halle los valores de las funciones trigonométricas de .

4. CosO=- % y Sen©>0 halle los valores de las funciones trigonométricas.

5.Si Sec6=- @ y Tag6>0, halle los valores de las funciones trigonométricas.
6. Si Ctg 9:16—1 y Cos >0, halle los valores de las funciones trigonométricas.
7. Si Tag 8:% y Crg 8> 0, halle los valores de las funciones trigonométricas.

8. Considere el triangulo de vértices A(0, 0) ; B(1,0) y C(l,«/g) y halle las
funciones trigonométricas de los angulos agudos.
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9. Del triangulo de vértices A(1, 1) ; B(4, 1) y C(4,4) , halle las funciones
trigonométricas de los dos angulos agudos.

10. Del tridngulo PNM (ver figura 5.46), halle los valores de las funciones
trigonométricas de los angulos de los vértices My N.

M

P m N

Figura 7.46. Triangulo PNM

7.9. Ecuaciones trigonométricas

Una ecuacion trigonométrica no es una identidad, para hallar su solucién
aplicaremos técnicas semejantes a las usadas en las ecuaciones algebraicas. Para
resolver una ecuacion trigonométrica, debe expresarse en funciéon solo de se-
nos, cosenos o tangentes para hallar los valores de los angulos que satisfagan la
ecuacion. Las soluciones de una ecuacion trigonométrica pueden expresarse en
radianes o grados segun sea el caso.

Ejemplos.

: ., 3
1. Hallar todas las soluciones de la ecuacion Cos « = g

B B A

Dado que Cos o = 5 = s Cos™ (7] = arccos (7) = % =30, el 4angulo de refe-
rencia para o es a, = %. Dado que a es un angulo en posicion estandar, y sabiendo
que Cos o > 0, el lado terminal esta en el primer y cuarto cuadrante (ver figura

. 11
5.47), por lo tanto, hay dos soluciones para 0 <o < 27 o =% y a=2x-~ %= il
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Y

Figura 7.47. Angulo en el primero y cuarto cuadrante

Sabiendo que la funcion coseno tiene periodo 2z, todas las soluciones se

11
pueden hallar sumando 27 k, kKEZ a % y Tﬂ es decir:

a=%+27zk, keZ vy a=%+2nk, keZ

NG

2. Hallar todas las soluciones de la ecuacion Sen a = - -

Como Sena =- ? = a=Sen” (—§)= arcsen (—?]= - % =-60°, es un angulo

. . . . , . T
negativo este se mide en sentido horario; el &ngulo de referencia para a es «, = 3

Dado que a es un angulo en posicion estandar, y sabiendo que Sen o < 0, el
lado terminal esta en el tercer y cuarto cuadrante (ver figura 7.48), por lo tanto,

hay dos soluciones para 0 < o <27
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wla ]
w|a

o= o=

\

Figura 7.48. Angulo en el tercero y cuarto cuadrante

Sabiendo que la funcion seno tiene periodo 27, todas las soluciones se pue-

den hallar sumando 2k kEZ a 4Tﬂ v STH , es decir:

a!=4?”+27rk, kezZ vy 0525?”4-272'1(, keZ

N

3. Hallar todas las soluciones de la ecuacion Ctg o = —.

BB_1 B

Croa="5 =2 o Taga =32 a=Tag'(\3)=arctag\3)=Z = 60°
s LB g i cm g () arsl ) E o0

angulo de referencia para aes %~ 3 .

Dado que a es un angulo en posicion estandar, y sabiendo que 7ag o> 0, el
lado terminal esta en el primer y tercer cuadrante (ver figura 7.49), por lo tanto,

hay dos soluciones para 0 <o <2n

T _ T 4r

— + -
3 3 3
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R
$
I
w|a

Figura 7.49. Angulo en el primero y tercer cuadrante

Sabiendo que la funcidn tangente tiene periodo z, todas las soluciones se

pueden hallar sumando 7k, k€ Z a % y 47” , es decir:

a=%+nk, keZ vy a=47”+7rk, kez

4. Hallar todas las soluciones de la ecuacion Cos (5 a+ %) = % .
Como Cos|5a+Z =£ = S5a+2=Cos" Q = arccos Q =7 — 45°, entonces
3 2 3 2 2 4
T T 1 (r = T , . T
Sa+—=—> a=—|—-—|=-—, el 4angulo de referencia paraa es a, =—.
3 4 514 3 60 4

Dado que a un angulo en posicién estandar, y sabiendo que Cos a> 0, el lado
terminal esta en el primer y cuarto cuadrante (ver figura 7.50), por lo tanto, hay

dos soluciones para 0 < a < 2.

Sa+—=— =-
4 60
504 3 60
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Q
A ~
1l
INE

R
<
1l
INE]

Y

Figura 7.50. Angulo en el primero y cuarto cuadrante

Sabiendo que la funcidon coseno tiene periodo 2w , todas las soluciones se

pueden hallar sumando 27k, k€Z a = y %[ , es decir:

sa+E=" ok s a=-L+Tk rez
3 4 60 5

5a+%=%r+27zk = 0,:167_(;%#, keZz

5. Hallar todas las soluciones de la ecuacion Cos o Tag o.+ 3Cos o —Tag o —3 =0
Cos a Tag oo+ 3Cos o —Tag o —3 =0
(CosaTag o+ 3Cos o)~ (Tag 0.+ 3)=0
Cosa(Tagao+3)-(Tlaga+3)=0
(Tag o+ 3)(Cos oo —1) =0

Tagoa+3=0Cosa—1=0
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a)Taga+3=0=>Taga=-3=>a=Tag '(-3) = a=-71.57°, el angu-
lo de referencia para a es &, = 71.57° . Dado que a es un angulo en posicion
estandar, y sabiendo que Tag a > 0 el lado terminal esta en el segundo y cuarto

cuadrante (ver figura 7.51), por lo tanto, hay dos soluciones para 0 < a < 27x:
a=180°—71.57°=108.43°

o=360°—71.57°=288.43°

o, =7157°

T T T T

o, =7157°

Figura 7.51. Angulo en el segundo y cuarto cuadrante

Sabiendo que la funcién tangente tiene periodo z , todas las soluciones se
pueden hallar sumando 180° k, k €Za 108.43°y 288.43° ; es decir:

a=108,43°+180°k, kE€EZY

a=288,43°+180°k, keZ
b) Cos a —1=0= Cos a=1 = a = Cos (1) = a =0°, el angulo de referencia
para a es a_ = 0°. En este caso, hay dos soluciones o = 0°y a = 360° entre 0 < a

<2 (ver figura 7.52). Entonces todas las soluciones se pueden hallar sumando
360°k, ke Za 0°esdecir: a=360° k, ke Z.
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2_
J(x) = cos (x)

L OIN N
//2 R EW/Z n

-

-3y

Figura 7.52. Grafico de funcién coseno

Por lo tanto, el conjunto de todas las soluciones de la ecuacion esta dado por:

a=108.43"+180°k
o =288.43"+180°k, keZ
a =360k

6. Resolver la ecuacion 8Cos* a Sen oo — 6Sen o —4Cos* a+3 =0
8Cos? o Sen a.— 6Sen o, —4Cos* o +3 =0
(8Cos? a Sen a. — 6Sen a. )— (4Cos* o —3)=0
2Sen a. (4Cos* o. —3)— (4Cos* a. —3)=0
(4Cos* a —3)(2Sen o —1)=0

a)4Cos’a—3=0=>Cosa = i\E , el analisis de esta ecuacion lo haremos
en dos partes:

B B

a.1) Cosa= 7=> a=Cos™ (7) > o= % =30°, el angulo de referencia para
aes o, = i Dado que a es un angulo en posicidn estandar, y sabiendo que Cos
a > 0, el lado terminal esta en el primer y cuarto cuadrante (ver figura 7.53); por
lo tanto, hay dos soluciones para 0 <o < 2=n

/4 r 1l
o=—y a=2r-—=——
6 6
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0, = 30°

o, = 30°

Y

Figura 7.53. Angulo en el primero y cuarto cuadrante

Sabiendo que la funcion coseno tiene periodo, todas las soluciones se pueden

1 .
hallar sumando 27k, k€Z a % y Tﬁ , es decir:

0{=%+27zk, keZ 'y 0{=1%+27zk, keZz

a.2) Cosa:—gﬁ o =Cos™ (— ﬁ

5 , .
5 ) > a= ?ﬂ. Este angulo esta en el segundo
cuadrante y es una de las soluciones de la ecuacion. El angulo de referencia para a
v
es % = . Dado que a es un angulo en posicion estandar, y sabiendo que Cos o
<0, el lado terminal esta en el segundo y tercer cuadrante (ver figura 7.54), por lo

tanto, hay dos soluciones para 0 < a <2xn

S5x T Ir
6 6 6
A
T
OC,=€
- ‘n:l -
OCr=€
\j

Figura 7.54. Angulo en el segundo y tercer cuadrante
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Sabiendo que la funcion coseno tiene periodo 27 , todas las soluciones se pue-

hY/a T

den hallar sumando 2z k, k€Z a R decir:

0(:5?”+27rk, kezZ v 0(=%[+27rk, ez
28ena-1=0 = Senozzl = a=Sen" 1 =arcsenl =z :
b) 5 5 ) 6" el an-
gulo de referencia para a es «, = % . Dado que es un angulo en posicion estandar,

y sabiendo que Sen a > 0, el lado terminal esté en el primer y segundo cuadrante,

(ver figura 7.55), por lo tanto, hay dos soluciones para 0 < a < 2.

T T S
6 6 6
A
T T
o= o, =7

4 =

A

Y

Figura 7.55. Angulo en el primero y segundo cuadrante

Sabiendo que la funcion seno tiene periodo 27, todas las soluciones se pue-

T 57

den hallar sumando 27 k, k€ Z a 5 y ks decir:

a=%+2ﬂ'k, kezZ y 0{=%+27rk, kez
Por lo tanto, el conjunto de todas las soluciones de la ecuacion esta dado por:

0(=£+27rk, a=ﬁ+2ﬂk
6 6 kez

a=5—7[+27rk, a=7—7[+27rk
6 6
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7. Hallar todas las soluciones de la ecuacion Sen (77“)+ Sen (17—“] =0

Too 17 Too 17
Ta 17 2 - 2 2 2
Sen (—]-i- Sen (—) =0 > 2S8en Cos
2 2 2 2

= 2Sen (6ar)Cos (— 570{) =0 = Cos [— 570{) =0 V Sen(6c)=0

a) De Cos (— 5—0’) =0= Cos(s—a] =0= 5_0‘:Cos“(o)=> T, =" elotro
2 2 2 2 2 5

angulo donde el coseno es 0, es 3z (ver figura); entonces:
2
Cos s =0= Cos Lt =0= S—QZCOS“(O): a_3r = a:3—ﬂ
2 2 2 2 2 5

Sabiendo que la funcion coseno (ver figura 7.56), tiene periodo 2m, todas las
soluciones se pueden hallar sumando:

A

3
21 £ (x) = cos (x)

T T b i1 n
f///2 _1_0 /‘z\/x"/z
24

3
Y

Figura 7.56. Gréfica de la funcion coseno

3z

2nk, kEZ a y 5

z
2

Es decir:

ST v onk, keZs a=Z4 Yk ez
2 2 5 5

3T onk, kezm a=T+ YK ey
2 2 5 5
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b) De Sen (60)=0 60, =Sen '(0) = 6a=0= a =0, los otros angulos donde el

seno es 0, es 7 y 27 , entonces:
Sen (6a)=0 = 6a=Sen'(0)=> 6a=r = a=%

Sen (6a)=0 = 6a=Sen™(0)=> 6a=27 = az%

Sabiendo que la funcion seno tiene periodo 27, todas las soluciones se pue-

den hallar sumando 27k, k€ Za0, ry 2x (ver figura 7.57), es decir:

3
21 £ () = sen (x)

Figura 7.57. Grafica de la funcion seno

6a=2rk, keZ = az%;rk, ke Z
1 1
6a=n+2rk, kEZ = azgﬁ+§ﬁk, keZ

6a=2r+2rk, keZ = a:%ﬂ"i‘%ﬂk, keZ
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Por lo tanto, el conjunto de todas las soluciones de la ecuacion esta dado por

(=% 137K
_3_7r+47rk
{2 % kez
1 1
oa=—r+—nk
6 3
La:lﬂ‘i‘lﬂ'k
33

8. Hallar todas las soluciones de la ecuacion
1 1 1
Sen| —a| +Sen| —a| - Cos| —a| =0
2 3 12

Aplicando la identidad Sen a + Sen =2 Sen %(oﬁ B) Cos% (@-8),

la ecuacion nos queda:

a) De Cos La)=0 = Lcx=Cos’1(0)=> lo-7g a =6r, el otro angulo
12 12 12 2

donde el coseno es 0, es 37” (ver figura 7.58); entonces:

Cos[La|=0 = ia=cos“(o)=> L3 a=18e
12 12 2° 2
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o (98]
L L

S (x) = sen (x)
- o | /=
/2 0 w2 WTC
-1

—_—

[}

Figura 7.58. Grafica de la funcion coseno

Sabiendo que la funcidén coseno tiene periodo 27, todas las soluciones se

ps 3z

pueden hallar sumando 27k, k€Z a 5 y ; es decir:

éa=%+2nk, k€EZ = a=6x+24rk, keZ

%a':%[-iiﬂk, k€Z > a=18x+24rk, keZ

b) ZSen(ia) -1=0= Sen(ia) 1,5, =Sen"(—)=> D=l g2
12 12 2 12

el angulo de referencia para a es ¢, :% . Dado que es un angulo en posicion
estandar, y sabiendo que Sen > 0, el lado terminal estd en el primer y segundo cua-

drante (ver figura 7.59); por lo tanto, hay dos soluciones para 0 <a <27 :

T 5 Sr
= — > —o=—> a=2rx
12 6 12 6
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|

Y

Figura 7.59. Cuadrantes donde la funcion seno es positiva

Sabiendo que la funcién seno tiene periodo 2z, todas las soluciones se pue-

5
den hallar sumando 27k, k€EZ a % y 7

6
Es decir:
D a=Faonk kez = a="+2 0k kez
12 6 5 5
i0(25—7[4—27rk, keZ = a=27r+ﬁ7z'k, keZ
12 6 5

Por lo tanto, el conjunto de todas las soluciones de la ecuacion esta dado por:

(o =6r+24rk,
oa=187+24rk

)
[\
E
+
R
N
T
=
m
N

EJERCICIOS PROPUESTOS 7.3

Utilizando las férmulas y la factorizacion apropiada, demostrar las siguientes
identidades trigonométricas
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—_—

(98]

= Cosx

. Cos(m — x)+ Sen L
2 Secx

1- Cos2x

Tag’x=——"""
& 1+Cos2x

Tag(z - x)+Ctg %er O Ctgx=2

Sen(x+y)- Sen(x-y)

=2S8en
Cosx 4

Sen(x+y)— Sen(x-y)

=-Cigx
Cos(x+y)—Cos(x— )

Cos2x - Sen2x+2Sen’x
Cosx — Senx

+ Senx = Cosx

1

Secx - Tagx= ———
Secx + Tagx
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6Tag’x - Tag*x -1
9. (1 - Tagzx)Tagx

= 2(Tag2x - Ctg2x)

4 4
Cos™x Senx= 1 N 1

Cosx — Senx Secx  Cscx

10.

1
I ESen 2x _ Secx Cscx

I1.

3 3
Cos’x—Sen’x Cscx — Secx

Cos 2x Sen (37)()
12. Cosx+Cos2x+Cos3x =

=8

Cos’x - 5Cosx - 6 _ 1+ Secx
Cosx-6 Secx

13.

Tag’x+6 Tagx Secx +9Sec’x _ Senx +3
Tagx+3Secx Cosx

14.
15. Cos*x= éJr lCostJr lCos4x
8 2 8

16. Sen’x= iSenx - iSen3x + iSenSx
8 16 16
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Cos®x— Sen®x
——————— = Cos2x
Cos"x+Sen"x

Cos3x - CosSx
Sen3x + SenS5x

=Tagx

2 TagxSecx +6 Tagx — Secx =3 _

28enx — Cosx

Secx +3

Cos’x= §+ %Cost + %COS4x

sen[ x)+sen(_x):
( x) Sen( )
() o)
ofo)-of)

SRRV YN SRRV

—

9Cos2x-4Tag2x+4Tagx—1:

Cosx

—Tag3xCtg %x

=-Ctg3x Ctg(%x)

3 Cos’x +2Senx — Cosx

3Cosx-2Tagx+1

2 2 3 3
Cos“x— Sen“x+ Cos’x — Sen’x

Cosx — Senx

Cosx

= Cosx + Senx + %Sean +1
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25. Sec*x+Tag*x+ Ctg*x—2Sec’x Tag®x - 2 Tag’x Ctg*x+ 2Sec’x Ctg*x = Csc*x

3 3 _
26. Cos’x— Sen’x+ Cosx — Senx __ lSean P
Senx — Cox 2

27. Sen*x + Cos*x +Tag'x + 2Sen’x Cos’x + 2Sen’x Tag’x+2Cos*x Tag’x=Sec*x
28. Cos*x — Sen*x + Sen’x Cos*x = Cos*x
29. Cos*x + Sen’x + Sen’x Cosx + Sen’x Senx =1+Senx Cosx

30. Cos*x Sen*x + 2Sen*+ 2xCos’*x + Sen* + 4x = Sen*x

Hallar: el conjunto de todas las soluciones reales de las siguientes ecuaciones
trigonométricas

1. Cos(z—x)+ Sen (%-irx] + Sen2x =1

1-Cos2x 1
1+ Cos2x
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Cosx

Sen(x+y)— Sen(x-y) _ 4
Cos(x+y)—Cos(x-y)

Cos2x - Sen2x+2Sen*x _

Cosx — Senx

1

9. Cos2x+Cosx=0

10. senS5x+senx = ﬁcos 2x

Tag(rx - x)+Ctg (%+x) =-2

Sen(x+y)-Sen(x-y) _ Ng

Cos (%x) - Cos (%x) =/3Sen [%x)
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11. Sen lx + Sen lx - Sen ix =0
2 3 12

12. Cos2x+Cosx=0
5 1

13. Cos(gx) +C0s(§x] - 2Cosx=0

Cos3x — Cos5x _
14. Sen3x + SenS5x

-10
S 3 - Sen x - +3C Tel=0
15 en Zx en x oS gx -

Cos*x-5Cosx-6 _
Cosx—6

0

16.

17. %C0s3x + %COSSX = gCosx

18 Cossx—Sengx:£
" Cos'x+Sen'x 2
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2TagxSecx +6Tagx— Secx =3 _

19. 1
Secx +3
20 Tag’x+ 6 Tagx Secx +9Sec’x ~1
. Tagx+3Secx
1. Cos*x— Sen*x+ Sen2x Cos2x = %
9 Cos’x - 4Tag’x+4Tagx -1 I
22. 3Cosx—-2Tagx+1
Cos’x - Sen’x + Cosx — Senx __ 5
23. Senx — Cox 2
3 1 1 1

24 —+—Cos2x+—Cosdx=—
-8 2 8 4

2

9]

. sen*x (tgx + 1) = 3senx (cosx—senx) + 3

26. Sen *x Cosx — Sen x Cos’x = %
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2 —_—
27. (Sec al l)Ctgx —iSenxTag2 2x-Z| =0
Tagx Senx + Cosx

28 Sen’XcosX — Senxcos’ x+\/§cos (%x+ %) sendx =0

2 —
29. (sec al l)ctgx -icos x+ Z | senx=0
tgx senx+cosx <3 2

30 sen’x - isec2 xsen’x+ ise;12)c - Etgzx — 7senx cos” x+ §senx - gcos2 X- 84_ 0
: 5 5 25 5 5 25
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CAPITULO 8 APLICACIONES DE LA TRIGONOMETRIA
8.1. Ley de los senos
Un triangulo oblicuangulo es aquel que no contiene un angulo recto. Consi-

deremos el tridngulo oblicuangulo 4BC representado en la figura 8.1, en el que S
es un angulo obtuso; entonces:

Sena _ Senf _ Seny
o B Y

Figura 8.1. Tridangulo ABC

De las igualdades anteriores, se deducen tres formulas:

Sencr _ Senfs Senc. _ Seny Senf _ Seny
o B o /4 B Y

La ley de los senos se utiliza para hallar las partes de un triangulo oblicuan-
gulo si se conoce:

* Dos lados y un angulo opuesto a uno de ellos.
* Dos angulos y cualquier lado.

NOTA: la ley de los senos también es valida si es un angulo agudo.
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Ejemplos.

1. Consideremos el tridngulo ABC, dados o =36°, f=80yc=6.4,hallar
los demas elementos.

En el tridngulo de la figura 8.2, el angulo se deducen a partir de: 6 =180° —
36° —80° =64° .
Utilizando la ley de los senos hallamos a

Sen 64° _ Sen 36° o= 6.4 Sen 36° _
6.4 a Sen 64°

4.19

Figura 6.2. Triangulo ABC

Para determinar b utilizamos:

Sen80°  Sen 64° 6.4 Sen 80°

=701
b 6,4 Sen 64°

2. Consideremos el triangulo 4ABC, dados a=39,14°,¢=5,39 y a=7, hallar
los demas elementos.

En el tridngulo de la figura 8.3, para hallar el 4&ngulo 6 utilizando la ley de
los senos:

Sen3914° _ Sen e N
7 5,39

_ 5,39 Sen 39,14°

Sen 6 =0,486
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B 7,0 C
Figura 8. 3. Triangulo ABC

Para hallar el angulo g utilizamos:
L=180° —39.14° —29.08° =111,78°
Finalmente, hallamos b, a partir de:

Sen111.78° Sen 39 14° 7Senl1l1178°
P} — B = b: > =

10,30
b 7 Sen 39,14°

3. Una persona, ubicada a 20 m de la base de un arbol, observa con un dngulo
de elevacion de 45° la parte superior del arbol inclinado en la direccion N14°E.
Hallar la altura del arbol y la distancia del observador a la copa del mismo.

En el tridngulo de la figura 6.4, los angulos B y C se deducen a partir de:
B=90° —14° =76° y C =180° —76° —45° =59° . Utilizando la ley de los senos
hallamos p que representa la altura del arbol, es decir:

Sen 59° _ Sen 45° o - 20 Sen 45°

p =16.50m
20 p Sen 59°

B ¢ =20m P
Figura 8.4. Triangulo ABC
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Para determinar la distancia del observador a la copa del drbol utilizamos:

Sen76° _ Sen45° 16,50 Sen 76°

=22,64m
b 16,50 Sen 45°

4. Un cazador que se encuentra en la parte mds alta de la montafa observa
con un dngulo de depresién de 30° un lobo que se halla a 80 m de una liebre. La
liebre se encuentra a 42 m en linea de aire con el cazador. Hallar el angulo de
depresién con el que el cazador observa a la liebre, y la distancia entre el cazador
y el lobo.

En el tridngulo de la figura 8.5, el dngulo L es igual al dngulo de depresion,
esto por ser alternos internos.

Para hallar el angulo BCL utilizamos:

Se”gl;CL _5en30"  con BCL = %: Sen BCL =0.9524 = BCL =72.25°

B ¢ =80m L

Figura 8.5. Triangulo BLC

Para determinar el dngulo B = 180° - 72,25° - 30° =77,75°, de este resul-
tado se concluye que el dngulo de depresién con el que el cazador observa la liebre
es = 77,75° y la distancia entre el cazador y el lobo es:

Sen77,75° Sen30° 428en77,75°

= b=82,09m
b 42 Sen30°
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8.2. Ley de los cosenos

La ley de los senos, estudiada en la seccién anterior, no se puede utilizar
para hallar las partes restantes de un tridngulo oblicuo, cuando nos dan dos lados
y el angulo entre ellos o se conocen los tres lados. Para estos casos aplicamos la ley
de los cosenos que enunciamos a continuacién:

Consideremos el tridngulo oblicuo 4BC representado en la figura 8.6; entonces:

a*=b*+c*-2bc Cos a
b*=a*+c* -2 ac Cos g
=a*+b*-2ab Cos y

Figura 8.6. Triangulo oblicuo 4ABC

Dados dos lados y el dngulo entre ellos, podemos usar la ley de los cosenos
para hallar el tercer lado y a continuacién recurrir a la ley de los senos para hallar
otro dngulo, en lo posible es mejor determinar el 4ngulo opuesto al lado mds corto,
ya que siempre es agudo. De este modo evitamos la posibilidad de obtener dos
soluciones cuando se despeja una ecuacién trigonométrica que comprende ese
angulo. Cuando se conocen los tres lados del tridngulo y utilizamos la ley de los
cosenos para hallar uno de los dngulos, se recomienda que encontremos primero
el angulo mds grande, es decir, el angulo opuesto al lado mds largo; luego se puede
usar la ley de los cosenos o senos para buscar los otros.

Ejemplos
1. Consideremos el tridngulo ABC (ver figura 8.7), dados a=86, /=14m y

¢=16m, hallar los demis elementos.
Para hallar la longitud de a aplicamos la ley de los cosenos.
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A

a* =t +2 -2bc Cos a
a* =(14)* +(16)? -2(14)(16) Cos 86°
a*> =420,75 = 4=20,51 m

Figura 8.7. Triangulo ABC

Para determinar el dngulo f aplicamos la ley de los senos:

Sen86° _ Sen o Senfi= 14Sen 86°

= Senf=0,681 = f=42,92°
20,51 14 20,51

El dngulo & lo hallamos a partir de: 6= 180° - 86 °© - 42,92° = 51,08°
2. Consideremos el tridngulo ABC, dados a = 5,1, =8y ¢ = 8,6, hallar los

valores de los dngulos, a, S y6.
A partir de la ley de los cosenos, hallaremos a, ver figura 8.8.

a=b*+c>-2bc Cos

P+t - g
2bc

Cosoa =

A 8 C

Figura 8.8. Triangulo ABC
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_8+8,6°-5,1°
2(8)(8,0)
Cos a =0,814 = a=Cos%(0,814) = a =35,55°

Cos o

Para determinar f, aplicamos la ley de los senos:

Sen35,55° _ Sen = Senfi = 8Sen35,55°

= SenB=0912> B=6579°
51 8 51 enb =0, F =65

El dngulo 6 lo hallamos a partir de: &= 180° - 65,79° - 35,55° = 78,66°

3. Una persona ubicada a 35 m de la base de un rbol observa con un dngulo
de elevacién de 46° la parte superior del arbol inclinado, que se encuentra a 40 m
en linea aire con respecto al observador. Hallar el dngulo de inclinacién del arbol
y la altura del mismo (ver figura 8.9).

Para hallar la altura del drbol aplicamos la ley de los cosenos.

p? =6+ -2bc Cos a
£* =(40)? +(35)% -2(40)(35) Cos 46°
2 =879,96 = p=29,66 m

C

b =40m

46°
B c¢=35m P

Figura 8. 9. Triangulo BPC

De la férmula de la ley de cosenos, despejamos Cos B para determinar el
angulo de inclinacién del arbol.
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24 .2 _p2
b*=p*+c*-2pc CosB = CosB=u
2pc

2 2 2
Cos B= (29,66)" +(35)" - (40) = Cos B=0,243 = B=75.94°
2(29,66)(35)

Por lo tanto, el dngulo de inclinacién del arbol es 75,94°. En coordenadas

geograficas la inclinacién del drboles @ = N 14,06 °E .

4. Hallar los dngulos internos del terreno triangular de la figura 8.10.
Para determinar los dngulos de los vértices R, P o Q utilizamos la ley de

los cosenos:
R

q=8,5m p=4’5m

P r=9m Q
Figura 8.10. Triangulo POR

2 2 2
De p? =¢* +7* -2¢gr Cos P despejamos Cos P = q+2r7—p para hallar el
qr

2 2 2
angulo Cos P = (8,5 ;(2595)) (_9§4’ >) ,entonces Cos P=0,8693 = P=29,62° . Para
. T SenP _ SenR
encontrar el dngulo R, utilizamos la ley de los senos: T

SenR = 5P _ 956”(422’62 ) o SenR = 09885 = R=81,30°
pP y

Para el angulo Q utilizamos: Q = 180°-R - P= Q = 180°-81,30°-29,62° = 69,08°

310



Jorge Tuapanta, Mg

8.3. Area de un tridngulo

A partir de la ley de los cosenos se puede derivar una férmula para en-
contrar el area de un tridngulo (ver figura 8.11), que es igual a la mitad del
producto de las longitudes de dos lados cualesquiera y el seno del angulo
entre ellos.

Figura 8.11. Triangulo ABC

Si construimos la altura 4 del tridngulo /BC a partir del vértice 4, se deduce
que: h=b sen y ,y como el drea de un tridngulo es

_ % _ absend
2 2

Si construimos la altura 4del tridngulo 4BC a partir del vértice B (ver figura
8.12), se tiene que: A = ¢ sena , entonces el drea del tridngulo es

A:M:bcsena
2 2

Figura 8.12. Triangulo ABC
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En forma aniloga, al construir la altura 4 a partir del vértice C, se tiene que:

b= asen(180 - B)
= a [sen(180 )cos( B )-sen( B )cos(180° )]
h=asen(f)

ch _ ac sen(f)

Entonces, el drea del tridngulo es A4 = > 5

El drea de un tridngulo también se puede hallar a partir de la férmula de
Herén.

FORMULA DE HERON

El area de un tridngulo 4BC representado en la figura 8.11, estd dado por:

A=[s(s-a)s-b)s-c),
atb+c
2

donde s es el semiperimetro y estd definido por: s=

Ejemplos

1. Hallar el drea del tridngulo 4BC representado en la figura 8.13.
Para hallar el drea del tridngulo, necesitamos la longitud del lado a y el valor

del dngulo C.

Figura 6.13. Triangulo
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Hallemos la longitud de a utilizando la ley de los senos:

sen 94,4° _ sen31,75° oo 5.83s5en94,4°

a =11,05
a 5,83 sen31,75°

El valor de C lo determinamos a partir de C = 180° - 94,4°- 31,76° =

53,84°. Entonces el drea del tridngulo 4BC es:

= (11,05)(5,83) sen 53,84°
2

=26,01u’

2. Hallar el drea del tridngulo ABC representado en la figura 8.14.

C
12,17

A 721

B

Figura 8.14. Triangulo ABC

Para hallar el drea del tridngulo, necesitamos el valor de cualquiera de los
angulos. Hallemos el valor del 4angulo @ aplicando la ley de los cosenos:
(7,21F =(12,17) +(16,49) - 2(12,17)(16,49) cos &

(12,17) +(16,49)" - (7,21Y
2(12,17)(16,49)

cosa =

cos a=0,917 a=23,51.
Entonces el drea del tridngulo 4BC es:

_ (12,17)(16,49) sen 23,51°
2

A = 40,03 u”
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3. Hallar el drea del tridngulo ABC representado en la figura 8.15.

C Figura 8.15. Triangulo ABC

Para hallar el drea del tridngulo necesitamos la longitud del lado a y el valor
del dngulo C.

Primero hallamos los valores de los dngulos 4 y B:

A= 180° -490 =131°
B =180° -165° =15°

El valor de Clo determinamos a partir de C =180° -131° -15° = 34° ,

Para hallar la longitud de « utilizando la ley de los senos:

senl3l” senl5® Tsenl31°

=20.41
a 7 senls’
Entonces el drea del tridngulo 4BC es:
4= (7)(20,41) sen34° _ 39.95 42

4. Hallar el drea del tridngulo 4BC utilizando la f6rmula de Herén.
Para hallar el drea del tridngulo representado en la figura 8.16, necesitamos

la longitud del lado 4y el valor del dngulo B.
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20

11

337°
B
Figura 8.16. Triangulo ABC

Hallemos el valor del angulo B:

B=360° -337° =23°
Para determinar la longitud de 4, aplicaremos la ley de los cosenos:
# =(20)? +(11)? -2(20)(11)cos23° = 5=10,77

El valor del semiperimetro s = w =20,89

Entonces el drea del tridngulo ABCes A= JS(S -a)(s-b)(s-c)

A=,20,89(20,89 - 20)(20,89 - 11)(20,89 - 10,77) =43 14 °

5. Hallar el drea del tridngulo ABC utilizando la férmula de Herén.
El valor del semiperimetro del tridngulo 4BC representado en la figura

8.17 es:

. 12,17+16,49+7 21
2

=17,94

Figura 8.17. Triangulo ABC B
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Entonces el drea del tridngulo 4ABC es:

A= \/s(s -a)s-b)(s-c)

A=[17,94(17,94 - 12,17)(17,94 - 16,49)(17.94 - 7,21) = 40,13 1

6. Hallar el drea del tridngulo 4BC representado en la figura 8.18 utilizando
la férmula de Herén

14 331°

B
Figura 8.18. Tridngulo ABC

Para hallar el drea del tridngulo necesitamos la longitud del lado c y el valor
del dngulo C.

Hallemos el valor del angulo C:
B=360° -331° =29°
Para determinar la longitud de ¢, aplicaremos la ley de los cosenos:

Z=(14)? +(17)* -2(14)(17)c0s29° = ¢=8,29

14+17+8,2
El valor del semiperimetro s = +89 =19,65

Entonces el drea del tridngulo ABC es:

A= s(s-a)(s-b)(s-c)

A=[19,65(19,65 - 14)(19,65 - 17)(19,65 - 8.29) = 57,81 1>
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7. Hallar el area del tridngulo POR si R = 81,30°, p=4,5m y q=8,5m

Aplicando la férmula del drea =18,90 m’

4= Pa senR _ (4.5m)(8.5m) sen 81,30°
2 2

EJERCICIOS PROPUESTOS 8.1

1. Dada la figura 8.19 calcular:
a) Area del tridngulo.

b) Longitud de 4 en funcién de b, a y f
c¢) Longitudes de 2y d'si:

h=125, =30 y B =45

d) Las longitudes de AC'y BC.
C

/B

0] k A d B
Figura 6.19. Triangulo ABC
2. En la figura 8.20, los 4ngulos @ y S son suplementarios, hallar:

a) Los valores de los dngulos a, f,6 ,¢ y 0
b) Las longitudes de los segmentos AB, BC'Y BD

Figura 8.20. Triangulo ACD
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3. Dada la figura 8.21, calcular:

a) b en términos de 4, d, ay f§

b)bsi b=7,d=124, a =15y p =314
¢) Las valores de AD y FE

Figura 8.21

4. En la figura 8.22 los dngulos @ y f son de depresion:
a) Demostrar que L =54 (Ctga + Ctgf ) - (d, + d,)
b) Calcular 4 si: a=47°, p=36°,L=250yd, =d, =170

Figura 6.22

5.En la figura 8.23 CBE=48 y AB=250, hallar:
a) Los valores de los dngulos a,f,5,¢ y 0.
b) Las longitudes de los segmentos BC, CD, DE, BE y AE.
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E

Figura 8.23. Triangulo ACE

6. En la figura 8.24, EF=1000 y AF=5210.
a) Hallar los valores de los dngulos a, 5,5, ¢ vy 0.
b) Las longitudes de los segmentos 4B, BC, CD, DE, BD y BD.

E

A B C

Figura 8.24. Triangulo ACE

7.Dada la figura 8.25:
a) Calcular la altura 4 en términos de @, 6 y dy dejar expresado en términos
solo de la funcién seno.

b) Hallar 4,si a=30, 6=20 y d=20.

8. En la figura 6.26, el dngulo BAD = 72°.

a) Halle las medidas de todos los dngulos en los cuatro tridngulos.
b) Calcular las longitudes de los segmentos DE, EB y AE.

c) Calcular el drea de los poligonos BEDC'y ABED.
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A
!

Figura 8.25 Triangulo ABC Figura 8.26 Rombo ABCD

9. Considere la pirdimide de base cuadrada y caras triangulares congruentes,
ver figura 8.27.

Sea a el dngulo que la altura 4, de una cara triangular hace con la altura 4,
de la pirdmide, y sea x la longitud de un lado de la base.

Halle la superficie total de las cuatro caras en términos de 4, y a

Figura 8.27. Piramide Figura 8.28

10. Dada la figura 8.28, calcular:

a) h, en términos de 4, d, y

b) A,sih;=6.5,d= 60, a=36°y 0= 17°
¢) Los valores de 4B, BCy ED

11. Dada la figura 8.29, calcular:
a) La longitud de ABy 4, en términos de 4, ay f8
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b) Lalongitud de AB, AC,DCyh,sih =50,a=63°y f=6°
¢) El valor del angulo DCB.

C
h>
D~ % ... 2.
hi
B
A B

Figura 8.29. Triangulos

12. Considere los tridngulos 4BC representados en las figuras, con las con-
diciones indicadas, y halle los elementos que falten, segiin sea el caso.

B

a = 38,99°

Figura 8.32. Triangulo ABC Figura 8.33. Triangulo ABC
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A
c C
17
B A 3 B
Figura 8.34. Triangulo ABC Figura 8.35. Triangulo ABC
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Figura 8.36. Triangulo ABC Figura 8.37. Triangulo ABC

13. Considere los tridngulos ABC, con las condiciones indicadas, y halle su drea.

a) Dado el tridngulo 4BC con a=15,81, 4=26,93 y ¢=18,03
b) Dado el tridngulo ABC con A=34,51, B=105,26 y a=15,81
¢) Dado el tridngulo ABC con a=30,31, 4=35,94 y ¢=13,67
d) Dado el tridngulo 4BC con C=21,75, B=103 y 4=35,94
e) Dado el tridngulo 4ABC con a=53,26, 5=55,49 y ¢=7,12

t) Dado el tridngulo ABC con A4=68,21,C=7,14 y c=7,12

g) Dado el tridngulo 4BC con a=24,99, 5=42,86y ¢=24,91

h) Dado el tridngulo ABC con A=30,86 , B=118,4 y a=24,99
i) Dado el tridngulo 4ABC con a=50, =50y =50

14. Considere los tridngulos 4BC con las condiciones indicadas y halle su 4rea
aplicando la férmula de Herén.

a) Dado el tridngulo 4BC con a=15,81, $=26,93 y (C=40,24
b) Dado el tridngulo 4BC con B=105,26 , $=26,93 y =40,24
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¢) Dado el tridngulo 4BC con 4=30,31, B=103 y ¢=13,67

d) Dado el tridngulo ABC con C=21,75, A=55,25 y a=30,31
e) Dado el tridngulo 4BC con A=68,21 , 4=55,49 y ¢=7,12
f) Dado el tridngulo ABC con B=104,66, C=7,14 y b=55,49
g) Dado el tridngulo ABC con a=24,99, »=42,86 y C=30,74
h) Dado el tridngulo ABC con A=30,86, C=30,74 y c=24,91
i) Dado el tridngulo ABC con =100, 4=100 y A=60

j) Dado el tridngulo ABC con A=45 ,B=45 y a=75
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A. Formulas basicas del algebra

APENDICES

PRODUCTOS NOTABLES

(x+a)(x+b)= &% +(a+b)x+ab
(ax+by)(cx+dy)=acx® +(ad+bc)xy+bdy*
(x-y-2)? =x? +y 2+y? -2xy-202+2yz

(se+y)® =x* +3x% y+3xy? +y°

(x4 p)(x-y)= % - 37
(sc+y)? =x* +2xy+)
(s-y)* =x* -2xy+y’

(x-y)* =x* -3x% y+3x)” -y

FACTORIZACION DE POLINOMIOS

ax+ay+az=a(x+y+z)
x> +y° =(x+y) (2 —xy+y?)
x* +(a+b)xy+aby’ =(x+ay)(x+by)

acx*+(ad+bc) xy+bdy* = ( ax+by) (cx+dy)

x? =y =(x+y)(x-y)
x =y =(x-y) (& +xy+1%)
x* =2xy+y* =(x-y)>?

o +2xp+y* =(x+y)>?

xt vyt =(at 4267 4yt ) =200 37 =(o6 +y2 Y2202 P =(o8 —Daeyy? ) (o +/ 2xy+y7)

EXPONENTESY RADICALES
n [ L) m
(n a) —(an) =a al :W Yab :%%'{/E
a_% an_a" nim _nm n:1
Z A
am. at= qmm ay: :am_" a0=1, a#O
a

m\"? — ., mn
(@)’ =a
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BINOMIO DE NEWTON

n(n—l)a_

(a+b)" =a"+na"'b+ 5

B. Formulas basicas de la recta

Ecuacion de la pendiente

m= Vo=V
Xy = X
Pi(xyn)
Py(x2,y2)

Figura 9.1. Segmento de recta

Ecuacion de la recta dada la
pendiente y la interseccion
con el eje y

y=mx+b

P(0,b)

Figura 9.3 Recta con corte en el eje y

3!

Ecuacion de la recta dados dos puntos

_Va™ N
xz_xl(

Y=W x_xl)

Pi(x1,y1)

Py(x2,y2)

Figura 9.2. Recta entre dos puntos

Ecuacion de la recta dados las
intersecciones con eje Xy y

a b

Q(a0)

Figura 9.4. Recta con cortes en eje x ¢ y
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Ecuacioén de la recta dado un punto
/ y la pendiente m

-t

-V, = m(xX—Xx
Pi(x1,y1) L ( 1)

Y

Y

Figura 9.5. Recta conocido un punto y m

C. Formulas basicas de las conicas

i A

F(,p)
FQ,p)
""""""""""" Y i
Figura 9.6. Parabola hacia arriba Figura 9.7. Parabola hacia abajo
| 1
y=—mux’, p>0 y=—1ux’, p<0
4p 4p
Vértice 7(0,0). Foco £ (0,p) Directriz y=—p
A
F(p,0)
) F(p.0) ) ) }
/

Figura 9.8. Parabola hacia a la derecha  Figura 9.9. Parabola hacia a la izquierda
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1 |
x=—1y’, p>0 x=—y*, p<0
4p 4p
Vértice 110,0). Foco F(p,0) Directriz x=-p
A !
____________________ voh
. | $F(hp + k)
_________________ vy | |
Figura 9.10. Parabola hacia arriba Figura 9.11. Pardbola hacia abajo
1 2 1 2
y=—o- x-h)y"+k, p>0 y=—-=>x-h)"+k, p<0
4p 4p
Vértice V(h,k) Foco F(h,k + p) Directriz y=5-p

V(h, k)

. F(h+p, k) Fh+p, k
B e R o O T I PR U

\V (k. k)

Figura 9.12. Parabola hacia a la derecha ~ Figura 9.13. Parabola hacia a la izquierda

xzi(y—k)hrh, p>0 xzi(y—k)“rh, p<0
4p 4p

Vértice V(h,k) Foco F(h+ p,k) Directriz x=5-p
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Radio vector: recta que pasa por un punto P(x, y) de la paribola y por el
foco F(0, p) de la misma.

Lado recto: segmento de recta paralelo a la directriz y que pasa por el foco

K0, p), su longitud es igual a [4p|

A

Mh, k +b)

M(©0,b)

vi-ak [ | .
Va(-a,0) Vi(-a,0) -c, ,
h Fa-¢0) Fi(c0) - 3
M, k- b)

M(0,-b)

/

Figura 9.14. Elipse con centro el origen ~ Figura 9.15. Elipse con centro fuera del origen

Xty (x-h*  (r-k)?
Centro C(0,0) ; ? + bT =1 Centro C( h, k) : az + b2 =1
Vértices V| (a,0) V, (-a,0) Vértices V| (h+a,k) V, (h-a,k)
Focos F(c,0) F (—¢,0) Focos F(h+c,k) F, (h—ck)
Corte eje y: M (0,0) M(0,~b) M (h,k+b)
M (h,k=b)
‘ Vi0.0) Vithk + )’
F : 0,c)
Mcb0) LZ(CZUN— I Mk-bk) [ Chb: | s Mh +bk)
F»(0, -¢),
V2(0,0)
\ Va(hk - a);

Figura 9.16. Elipse con centro el origen Figura 9.17. Elipse con centro fuera del origen
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S
8]

2 2
Centro C(0,0) ; 1+ =1 Centro C(h,ky; &-M"  O-k" _,
b* a’ b2 22
Vértices V, (0,a) V,(0,~a) Vértices V| (hk+a) V, (hk—a)
Focos F(0,c) F(0,—¢) Focos F(h+c,k) F, (h—c,k)
Corte ejex: M, (b,0)M ,(—b,0) M (h+b, k)
M. (h—=b,k)
4 ;
y= %(x -hy+ k
M(h,ik +b) /

___________________

Wth-aby ivioeab] _

K -
Clhk) Fi(c + hk)

-
S MUik-b) \
v

Figura 9.18. Hipérbola con centro el origen Figura 9.19. Hipérbola con centro fuera del origen

2 2

LX)
Centro C(0,0) ; —-—=1
a’ b*
Vértices V, (a,0) V,(=a0)
Focos F (c,0) F,(=¢0)

Asintotas = - éx y= éx
a a

2 2
Centro C(h,k) ; (x—zh) _0-h

a b’
Vértices V, (h+a,k) V, (h—a,k)
Focos F (htck) F (h=c,k)

y:—é(x—h)-i-k yzé(x—h)-l—k
a a
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|

1=y iCl i Mebl)

Figura 9.20. Hipérbola con centro el origen Figura 9.21. Hipérbola con centro fuera del origen

2

2
LYoox
Centro C(0,0); —- —=1
a’ b’
Vértices V, (0,a) V,(0,-a)
Focos F, (0,c) F,(0,-c)

Asintotas y = - %x y=—x

330

Centro C(h,k) ;
Vértices V, (h+k,a)
Focos F(htk,c)

a
=-—(x-h)t+k
y b( )

R e
a’ b?

V,(h k-a)

F (hk+c)

a
=—(x-h)+k
y b( )



RESPUESTAS A EJERCICIOS PROPUESTOS

CAPITULO 2
EJERCICIOS 2.1

1. a.A={—2,—1,0,1,2] b.B={ \/7,— \/7}
5 c=[-5+2ff ,-5-;@} dE=(-0 -7) (74 00)
e.D= ¢ f.G={x €N /x=3°,n>0}

g F={x € N /2 <x<12; x par}

5.a.(A-B)u(BC)-(AnBNC)

b.(AUBU C)¢  U[ANC]

c. AUBUCO)-[CN(AUB)]

d. (C-B)- U[(AnB)-(AnB~ O)]

e. AUBUCQC)®

f. [B-(A UO)]U[(ANC)-(A B nC)]

g. [BNC)UAND)]-(AnBNCND)

h.(AnB~C nD)

L. [A-BUO)]U[B-(AuD)]u[D-Bu C)Ju[C-(AuD)]
. (AUBUC UD)CU{[(AuD)N(BUC)]-[(BN C) (AN D)]}
k. [A-BUC)]U(DNC)-(ANBACAD)]

L. AUBUCUD)CUANBNCND)

CAPITULO 4
EJERCICIOS 4.1

1.2 3.x, =-1.3166, x, =5.3166
9

5.%,=-8.4031,x=4.4031 7.-8

9, -1 11. No existe solucién

12

13. No existe solucién 15.-5
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17. g 19. !

21. 18 afos tiene Maria

EJERCICIOS 4.2.
1.x=8, y=-9 3. x:%, y:g
5.x=2, y=1 7. x=173—57, y=;_2
9. x=-2l, y=-22 1. x=2, y=3
13. xl=l,yl=l;x2=—l,y2=l;x=l,y3=_l;x4:_l’y4=_l

2773 273 3 2 3

15. —?, y:i,zz_%
17, x=2 y=m 2= 2

EJERCICIOS 4.3.
1.x,=-4,x=-7
PR

5.%,= +0,57735, x,= £0,44721

_

7.

N | W

9.%, =-12,359,x, = -3,6411
11.x, =6, x, =2
15.x, = 4,2361, x, = -2,1350, x, = 0,46837, x,= = -0,23607

7 9
17.x1_2_5a9 XZ_E
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Este libro de Matematica v tngonometria esta estructura-
doen acho capitulos que comprenden kgica proposicio-
nak; teona de conjuntos; teoda de numeros; ecuaciones y
desigualdades, relaciones y funcones, funciones exponen-
ciales v logaritmicas; trigonometria; v aplicaciones de |a
tigonometria,

El propasito de este libro es proportionar a estudiartes
universitanos de los primeros semestres de las escioelas da
ingeniena las herramientas necesanas para ka resolucian de
problemas de matematca basica, que les sepviran para
posterio- res astudios de calculo diferencial e mtegral. En
exshe tesct, sobo se damuestran algunos de los teoremas
fjue se prasentan,en aquellos que no se hace [a demostra-
clan, s2 hace &nfass en lacorrecta apheacion para resalvear
i0s ejercicios,

En cada unidad se trabaga conuna gran vanedad de
prablemas de dnarsos grades de dificultad, v se exponen
todas los pases que implica la resolscan de estog con |a
finaldad de ayudar al estudiante a comprender la teonay
gue e den ks bases necesanias para resolver los problemas
aplicados..
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